LAURENT Adrien INSA Rennes

Devoir Maison - Corrigé

Exercice 1 :
1) On pose
sin(27x)

filz) = —"Leto,

X

Soit t fixé dans RT*,
Alors,  — fi(x) est continue sur |0, o0[. Les seuls problémes d’intégrabilité sont donc en 0 et co.
En 0, I’équivalent permet de prolonger par continuité g par (¢,0) = 2.

En oo, on utilise que
1, 1
)< —eT=0|—=
) < 3o =0 ()
grace a 'exponentielle décroissante.

On en déduit que g(t,z) € L' A t fixé dans RT*.

Remarque : J'ai fait une erreur ici. f est défini au sens de Lebesgue uniquement sur RT™* et non sur R*.
En effet, en t = 0, vous aurez reconnu l'intégrale de w dont nous avons vu qu’elle n’était pas défini au sens

de Lebesgue. Mais on peut la définir au sens Riemann généralisé, comme nous 'avons fait dans les premiers
TD.

2) On utilise le théoréme de continuité sous l'intégrale d’abord avec la majoration indépendante de ¢

e e L,

8=

[fe()] <

On obtient ainsi que f est continue.
Puis on utilise le théoreme de dérivation sous l'intégrale avec la majoration toujours indépendante de ¢

laft(z)

e e LN,

ot

Ainsi la fonction est C! sur [a, o[, donc sur R™* car a est quelconque.

3) Pour ¢ € [1, +o0[, on domine simplement
1 —x 1
il < terer

Puis on remarque que
lim ft(x) = 07

t—0

donc par convergence dominée,

lim f(t):foc():o.

t—00 0
4) On a
@© .
f(t)=—Im <J 62”"”6mdx) .
0
On reconnait une transformée de Fourier classique évaluée en £ = —1 :
0
J 621'71'16715:6(117 _ —
0 t— 2w
Donc 9
0
/
t) = — .
7@ t2 + 4m?

5) Les primitives de f’(t) sont de la forme

t
— arctan () +C
2
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avec C une constante.
Or f(t) tend vers 0 en linfini (par la question 3), donc C doit vérifier

t
C = lim arctan <> _r
2T

—00

D’ou le résultat.
Exercice 2 :
1) vu en cours.

2) Inversion de Fourier en prenant a = 27.

3) On a

e @) ZJ e-alle=ul+lu gy

R

0 0
_ J ealle=yl+v) gy 4 f e—alle=yl-v) gy
0 —o0

On sépare ensuite les cas = positifs ou négatifs et c’est juste de 'intégration de fonctions exponentielles.
On peut aussi remarquer que la fonction est paire, ainsi on n’a qu'un cas a faire.

4) On a pour a = 27 :

Par inversion de Fourier,

F(er qrg) @ = £ o)

5) On remarque que la dérivée de © —
entre la TF et les dérivées et on trouve

%estz»—»

T 72)2 On utilise alors les relations de compatibilité

1+

Exercice 3 :
1) On paramétrise le cercle par C = {e'?, 0 € [0, 2n[}, alors

2,
J 2Pdz = J e?? x e df = 2imd i1
c 0

2) On a en utilisant la question précédente :
2 (2 2
J (z+ ) f 2 ( ”) 2n2klgy = ) (lj)%wéo,zn% _ 2m'< ")
¢ € k=0 k=0 "

3) On applique le changement de variable vu en cours z = €% :

27 2n .
1 1 dz 27 (2n (2n)!
2n
cos“"(0)df = z+ - X o — = —— =2r—=—"—.
L:o ©) L ( z) 22 4z 22 (n) 22n(nl)?
Remarque : le calcul de cette intégrale est une version particuliere du calcul d’une intégrale dite de Wallis.
Celles-ci permettent d’obtenir des approximations de 7, mais aussi de démontrer la fameuse formule de Stirling :

n! ~V2mn (E) .
e
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Exercice 4 :
1) 11 suffit d’utiliser la compatibilité de I’équivalent avec le produit. Puis on peut utiliser le lemme d’Abel
par exemple pour trouver le rayon de convergence.

2) simple calcul.

3) On peut dériver sous le signe somme une série entiére sur son disque de convergence. En utilisant la
question précédente, on a I’équation différentielle sur le rayon de convergence.

4) On sait résoudre 1’équation différentielle précédente sur R. On prolonge cette fonction sur B(0,1) et on
remarque qu’elle est holomorphe, donc comme f est holomorphe et qu’elles coincident sur R, elles sont égales.

Exercice 5 :

1) Log n’est pas défini sur R~

2) H et e ne sont ni dans L', ni dans L2.

Remarque : On peut & vrai dire donner un sens a ces expressions, mais il faut se placer dans un espace
plus grand appelé espace des distributions tempérées, ie I’ensemble des formes linéaires continues sur ’espace

de Schwartz pour une certaine topologie. Ce sera pour plus tard...

3) e ¢ L'(RT*) et sin (1) ¢ L' (R**) (car équivalent a 1 en Dinfini).



