Etude du #-schéma pour I'équation de la chaleur

Références : Quarteroni, Sacco, Saleri, Méthodes numériques, p 458-459
Di Menza, Analyse numérique des équations aux dérivées partielles, p 98

On étudie I’équation de la chaleur unidimensionnelle sur le pavé [0, T] x [0, L]. Elle s’écrit comme suit, pour
un parametre v > 0 :

ou 0%u
R
ot ox?

On suppose connue ’existence de la solution classique. De plus, on peut montrer qu’elle est C*.

Notre but est d’approcher numériquement la solution de cette équation avec un schéma numérique aux
différences finies particulier nommé le #-schéma.

On se donne une discrétisation en temps ¢, = n7 et en espace z; = jh avec n € [0, N], j € [0,J] et N7 =T,
Jh = L. On note u} une approximation de u(t,,r;) (que I'on va construire).
Pour 6 € [0, 1], on définit le #-schéma par

n+l _ . n n+1l n+1 n+1 n _ n n
u; uj (gujJr1 2u]- +u;’y 9 () 2uj + uj_,
=v 3 +v(l-0) 5
T h h

Si les indices sortent du domaine défini, on leur donne la valeur 0 pour simplifier.

Théoréme.

2
, ou sous la condition CFL (1 — 20)%

<1si

N =

Le #-schéma est convergent pour la norme [? si 6 >
1

0 < —.
2

1
Il est d’ordre un en temps et deux en espace si 6 # 5 et d’ordre deux en temps et en espace sinon
(schéma de Crank-Nicholson).

Démonstration. e Le schéma est-il bien défini?

On note u™ = (u}); et

2 -1
-1 2 -1
Ap =
-1 2 -1
-1 2
Alors le schéma se réécrit T ur
(I + eﬁAA) unt = (1 —(1- Q)ﬁAA) u,

VT
Le schéma est donc bien défini si I + - Aa est inversible.

Observons les valeurs propres de A :
Jjpm

On remarque que le vecteur V, = [ sin
due d P ( <J +1

)) est vecteur propre de Aa pour la valeur propre A\, =

2 (1 — cos (pr1>) pour p € [1, J]. Donc Sp(Aa) = {4sin2 (2((]1”;1» }

I1 vient donc

. VT dvr |, T

vT
Donc I + QEAA est inversible et le schéma est bien défini.
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e Consistance du schéma.[]
Il s’agit d’utiliser les formules de Taylor pour montrer que la vraie solution vérifie avec un bon ordre le schéma.
On remarque d’abord que

U(tn+1, ) —u(tn,xj) ou z@ . 5
- o — (tn, ) + 2 12 (tn, ;) + O(T7).
Puis
W(tn, Ti11) — 2u(ty, ;) + u(ty, x;— 1 (du h 0*u h? 03u
(s 02) = 2ty ) i) _ L (a (tas ) + 5 o (b ) + 37 55 (t,5) + O(Y)
ou h o%u h? 3u
— oty ) + 5 55 () — 5 S(tn,:cj)JrO(h?»))
62u
=% S5 (tn, ) + O(h?).
De méme,

U(tng1, T501) = 2u(tny1, ©5) +ultngr, v5 1) *u

(tns1,2;) + O(h2)

h2 022
1ou
= ;a(tnﬂ,%‘) +O(h2)
1 ou T %u
== —(tn, i) + — T (tn,x;) + O(h* + 7%)

En remplacant tous ces termes dans le schéma, on obtient I’erreur de consistance en (., ;) €]

ou T 0%u ou 2u *u 9
= E(tna‘%) 202 (tmxj) eg(tmxj) atQ (tmwj) v(l— )5 2 (tmmJ) +O(h" + 7 )

du u 1\ P ,

1 '\2
:T<2 9) = (tn,:c])+0(h2+7)

On a max ||e"| = O(h? + 7), donc le schéma est consistant.
n

1
De plus, si 0 = 2 on gagne un ordre en temps !
e Stabilité du schéma.
On a )
um (I + GﬁAA) (1 1-02 > AA)

—1
Si on éerit B = (I+ H%AA) (r-a -0

wion- { (10 (f55)) (005 ()
Sp(B) = {1 - (1 + 9%7 sin’ (2(prrl)>)_l %Tsirﬂ (ﬂ%)} <] - o0, 1]

La méthode est donc stable si et seulement si p(B) < 1 (car B est symétrique), c’est a dire si et seulement
si pour tout p € [1,J], on a

o () =2 (0% (o)

2uT 2 Jr

1. Selon la legon, on va plus ou moins vite sur cette partie.

AA), alors son spectre est

En simplifiant,

Donc si et seulement si
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On voit d’abord que si 6 > 3 alors le schéma est inconditionnellement stable.

Jm
Si ce n’est pas le cas, comme on peut faire tendre sin® (2(J+1)) vers 1 en augmentant J, il faut que la

2uT
condition (1 — 20)? < 1 soit vérifiée.
On retrouve ainsi les conditions du théoréme.

e Autre version de la stabilité pour la lecon 110 (transformée de Fourier discréte).
T
On applique la transformée de Fourier discréte a notre schéma : pour tout £ € [_E’ E]’ on a

—  ~ 0T, . e
untl = yn 4 3 (ezhE —2+eﬂh5)u”+1 +

1—-40 . e~
V( )T (ezh§ —924 efzhf)un'

h2

Or e — 2 + 7% = 2(cos(h&) — 1) = —4sin® (Zg), d’ott il vient

— 4v0 REN\ ! 4v(1—0 h -
untl = <1 + 227- sin® <2§>) <1 - 71/( e )T sin® (;)) un.

Le schéma est stable si et seulement si le coefficient d’amplification est de module inférieur ou égal a 1. On

o p ’ ; . ~ ops . ™
retrouve ainsi les calculs présentés précédemment et on obtient la méme condition CFL en évaluant en £ = o
e Convergence du schéma.
On va reprouver le théoréeme de Lax qui dit qu'un schéma stable et consistant est convergeant, c’est a dire
max |u™ —v™| L 0, ot on note v" le vecteur donné par la solution exacte évalué au temps ¢,, et en les points
n 7—0

)

ij.
On a v = By™ + 7", donc si 'on pose w,, = v, — Uy, ON a

w"t = Buw" + 1e™.

n—1
Donc w™ = B"w® + 7 Z Bk,
k=0
Puis on sait que w” = 0, | B| < 1 (par stabilité) et max |"|| i 0 (par consistance), donc
n T

max |w"| < N7 max|e"| — 0.
n - n , 7—0
=T
Le schéma est donc convergent.
O

Remarques : o On peut aussi étudier la stabilité [*°, mais la [ est plus simple : il suffit d’étudier le rayon
spectral.
En effet, si p(B) < 1, alors

Ju" ], = [Bu"ly < Bl [u"ly = p(B) |u” [y < [u], -
Donc [[u"], < HuOH2 et on a la stabilité.
Si au contraire p(B) > 1, alors on a une valeur propre de module strictement plus grand que 1, donc en

prenant pour condition initiale le vecteur propre associé, on explose.
e Si c’est trop long, on peut juste étudier le cas 6 = 0.
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