Théoremes de Schauder et de Cauchy-Arzela-Peano

Références : Chambert-Loir, Analyse 1, p 79

Théoréme.

Soit E un R-espace vectoriel normé. Soit C' = E un convexe fermé non vide. Soit f : C — C une
application continue telle que f(C) est compact dans E.
Alors f admet un point fixe.

La preuve utilise le lemme suivant, un théoréeme de point fixe en dimension finie s’appuyant sur le théoréme
de Brouwer. On le prouvera en remarque.

Lemme.

Soit C < R™ (n = 1) un convexe compact non vide. Soit f : C — C une application continue.
Alors f admet un point fixe.

Passons a présent a la preuve du théoreme de point fixe de Schauder.

Démonstration. Comme C est fermé et f(C) < C relativement compact, f(C) est un compact de C. On va
utiliser la propriété de Borel Lebesgue pour se ramener a un convexe de dimension fini et utiliser notre lemme.

Soit n € N*. 1l existe ci,...,¢cn, € C tels que f UB cl,f On considére FE,, = Vect(cy,...,cp) et

C, = Conv(cy,...,¢n). En dimension finie, Penveloppe convexe d’un compact est compacteﬂ donc C), est
compact dans F,, qui est de dimension finie.
On va pouvoir appliquer notre lemme a la fonction suivante :

fn:Ch—C,

max(0, 2 — || f(x) — cil])
e Zz " max(0, ;—Hf( 2 -l

Par le recouvrement de f(C,) < f(C), on a que le dénominateur ne s’annule pas sur C,,, de sorte que f,, est
bien continue. Par le lemme il existe donc x,, € C), tel que f,(z,) = .

Montrons pour conclure que f,, vérifie la propriété suivante :

s |-

Ve Cy, |[[fn(2) — f(2)]| <

m

1 1
Soit donc z € Cy,. Comme f(z) € U B (ci, n) onpose I ={ie{l,..,m}, f(x)e B <ci, n)} et pour ¢ € I on

i=1

1. Soit A une partie de &, espace affine de dimension finie n. Le théoréme de Carathéodory donne que tout point de Conv(.A)
est combinaison convexe d’au plus n + 1 éléments de A.
On pose K Pensemble des n + 1-uplets de [0,1]"*! dont la somme fait 1. K est un compact de R"+1.
On pose
Kxegtt o ¢
((t07---7tn)7(A07---7An)) —  todAo + ..tnApn

alors f est continue et comme Conv(A) = f(K x A1) Conv(A) est compact.

f:
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1
prend y; € B(0,1) tel que f(z) = ¢; + —y;. On peut alors écrire :
n

o e U@ el
() = 7@ =1y 5 — e

- TR )

25—l

iy Al 1
iel Zjel(l - ||yy||)” ’

<Y s

o =yl n

< 2uicr(X = [lwill) 1 <
2jer( =1yl n
1

n

ci — f(z)

On peut maintenant mener le raisonnement suivant : comme f(C) est relativement compact dans C, il existe
une extractrice ¢ et c € C tels que f(z,(,)) — c. Alors

1 fon) (@e(n)) — €l < [[fom) @pm)) = F@om)ll + 1f (@pm)) — ll
1
< ——+||f(z —c|l| =0
s 1) =l
donc Ty (n) = fon)(Tum)) = ¢ Or f est continue donc f(zy,(n)) — f(c). Comme on a déja f(z,em)) — ¢, on en
déduit que f(c) = ¢ ce qu'il fallait démontrer. O

L’application phare du théoréeme de Schauder est le théoreme de Cauchy-Arzela-Peano.

Théoréme.

Soit I un intervalle ouvert de R, Q un ouvert de R" et f: I x 2 — R" une application continue.
Alors, si tg € I et yg € Q2 sont donnés, le probléme suivant admet au moins une solution y de classe
C! définie sur un certain intervalle dans I de la forme [to — T,to + T] avec T > 0.

Y@ = flty)
(P): { y (to) = %o

Démonstration. e Cylindre de sécurité

Comme I et 2 sont ouverts, il existe Cy = [to — To,to + To] x B(yo,70) un cylindre inclus dans I x €.

Cy est compact donc f est bornée sur Cj par une constante M.

Soit T' < Ty, et y une solution du probléme définie au moins sur Iy < [tg — T, to + T]. Supposons qu’elle sorte
du cylindre C' = [to — T,to + T| x B(yo,70) au temps 7 € [tog — T, to + T] alors, par continuité,

LZ y'(u)du

), alors toute solution définie sur Iy c [tg — Tty + 1] reste dans la boule B(yg, 7).

ro = |y(7) — yol = <TM.

Donc si T' < min (TO, TMO

On nommera cylindre de sécurité Pensemble [t — T, to + T'] x B(yo,70)-

e Application de Schauder
On note E = C([to — T,to + T],R™) et C = C([to — T,to + T], B(yo,70)). Alors E est un R-espace vectoriel
normé et C est un convexe fermé non vide.
Pour y € C, on appelle ¢(y) la fonction définie sur [ty — T, to + T'] comme suit :

t

(W) t) =yo+ | flu,y(u))du.

to
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Par convergence dominée, ¢ est continue, puis comme MT < rg,ona ¢: C — C.

Supposons que ¢(C') est relativement compacte, alors par le théoréme de Schauder, on a existence d’un point
fixe dans C' de ¢, c’est & dire une solution a notre équation différentielle définie sur [tg — T, to + T].

e ¢(C) est relativement compacte
[to — T,to + T'] est compact.
@(C) est bornée par ry en norme infinie.
Puis si y € C et ty, ta € [to — T, to + T] alors

[6(w)(t1) — d(y)(t2)] = < Mty — tof.

[ ()

On en déduit que les fonctions de ¢(C') sont M-lipschitziennes sur [to — T,to + T'], donc forment une famille
équicontinue.
Le théoréme d’Ascoli permet alors de dire que ¢(C) est relativement compacte. O

Remarques : o L’exemple classique d’application de Cauchy-Peano est le probléme suivant

{ Y'(t) = y(t)
y(0)=0

t—1o)?
On trouve & ce probléme une infinité de solutions de la forme y(t) = %1[%,“@[@).

e Voici a présent la preuve du lemme.

Démonstration. La preuve consiste & construire un homéomorphisme entre C' et la boule unité fermée de R?
pour un certain d, le théoréeme de Brouwer permet alors de conclure.
Tout d’abord, on se ramene au cas ou 0 € C' de la maniére suivante :

- Si € # @, soit ¢ € C, alors €' = C — ¢ est un compact convexe de R”, f' : x — f(z + ¢) — ¢ est une
application continue de C’ dans lui-méme, et I'existence d'un point fixe de f équivaut & I'existence d’un
point fixe de f’.

-SiC = &5, alors il existe un hyperplan affine de E contenant C. En effet, raisonnons par contraposée et
montrons que si C' contient (n + 1) points affinement indépendants alors C' est d’intérieur non vide.
Soient ¢, ..., ¢, € C des points affinement indépendants ; alors (¢; — co, ..., ¢, — ¢o) forme une base de R".
Notant (eq, ..., €,) la base canonique de R", et ¢ € GL(R™) 'endomorphisme envoyant e; sur ¢; — ¢o pour
tout 4, lapplication affine F' :  — ¢o + ¢(z) réalise un homéomorphismeﬁ de A = Conv(eg, ey, ...,ep)
sur V = Conv(cy, ...,cn) o 'on a noté eg = 0 et Conv(zo, ..., z,) I'enveloppe convexe de {zo,...,Zn}.
Reste a voir que A est d’intérieur non vide ; comme on est en dimension finie, on dispose de ’équivalence
des normes, on montre donc ici que A contient une boule pour la norme infinie. Rappelons que, puisque

n n n
3nA
ep =0onaA = {Zz\iei, A =0, Z)\igl}. On pose = = Z)\ei pour un A > 0 tel que — < 1.
: . : 2
i=1 i=1 i=1
A , - . A
Alors B = By, T, 5 c A. En effet, si y = Zyiei € B alors pour tout i, |A — y;| < 5 donc
i=1
A 3 = 3nA
yie]2,2[doncyi >0 et Z;yz < 5 < 1 donc y € A.
On considére alors C' comme un convexe de R™ . Par récurrence sur la dimension, initialisée & 0,
dimension pour laquelle C' est un singleton et le théoreme acquis, on peut donc supposer C d’intérieur
non vide.

On suppose donc que 0 € C. Cela implique qu’il existe € > 0 tel que B(0,¢) < C. Par ailleurs, comme C' est
compact il existe M > 0 tel que C' = B(0, M). On considére alors 'application suivante, dite jauge de C :

p:R" - RT
x> inf{t>0|xetC}

Montrons quelques propriétés de p :

2. Voir Chambert-Loir
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1. VxeR", 2 € C < p(x) < 1.
L’implication directe est claire. Pour I'autre, il faut distinguer deux cas :
Si p(x) < 1, alors il existe t € [0,1] tel que = € tC, donc il existe ¢ € C tel que z = tC. Ainsi
=(1-t)0+tceC.
Si p(x) = 1, on prend une suite ¢,, tendant vers 1 telle que x = t,,¢, avec ¢, € C. C est compact donc on
peut supposer que ¢, converge (vers ¢ € C'). Alors en passant a la limite, on obtient x = ce C.

2. Ve e R", VA e RY, p(Ax) = \p(z).

t
En effet, c’est clair pour A = 0, et pour A > 0 cela résulte de ce que pour toutt > 0: Ax e tC < x € XC'

3. Yz e R", %ép( ) < H I . En particulier p(z) =0 < z = 0.

En effet, pour tout x € R", e+— € B(0,¢) < C donc x € [l HC’ donc p(z) < ﬂ

Puis pour tout ¢t = p(z) tel que x € tC on a % e C < B(0,M) donc Ht—H < M donc % < t, ainsi :

Il < o,
4. Vz,y € R, p(x +1y) < p(x) + p(y) et Va,b e R™, |p(a) — p(b)| < p(a — b). En particulier, avec 3, p est
continue sur R™.

En effet, pour z = 0 ou y = 0 le résultat est clair, supposons p(z) > 0 et p(y) > 0. Pour tous t, s > 0 tels

tegy + sc
que x €tC et y € sC on a x = tc,, Yy = Scy avec ¢, ¢y € C'; comme C' est convexe, on a =3
+ s

donc z + y € (t + s)C. Passant a la borne inférieure on obtient bien p(x + y) < p(x) + p(y).

Soient a,b € R™. Supposons p(a) = p(b), alors avec x = a — b et y = b l'inégalité précédente donne
lp(a) — p(b)] = p(a) — p(b) < p(a —b). Le méme raisonnement avec z = a — b et y = a quand p(a) < p(b)
donne finalement le résultat.

On construit alors un homéomorphisme ¢ entre C' et B = B(0,1) de la maniére suivante :
¢p:C—>DB

Px ,o(ac)i si x # 0, 0 sinon

|||

Définissons aussi la fonction ¢, qui sera I'inverse de ¢ :

Yv:B—>C

x
cx > ||z)|—— si z # 0, 0 sinon
p(x)
Par la propriété 1, ¢ et ¢ sont bien a valeurs dans B et C respectivement. Comme p est continue et ne
s’annule qu’en 0, ¢ et 1 sont continues sur C\{0} et B\{0} et ne s’annulent qu’en 0. Les inégalités de 3 montrent
que ¢ et 1 sont continues en 0. Enfin, la propriété 3 permet d’écrire pour tout 2 € C\{0} et tout y € B\{0} :

e 22 oyl _
_ (y) IIyllp( ) _

Ainsi ¢ est bien un homéomorphisme de C' dans B d’inverse 1. On peut donc appliquer le théoréeme de Brouwer
a la fonction continue ¢ o fo ¢! : B — B : elle admet un point fixe 2¢ € B, et ¢~ '(2¢) € C est un point fixe
de f. O

Adapté du travail de Corentin Caillaud et Karine Beauchard
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