Théoreme de Molien

Références : Leichtnam, ezercices corrigés de Mathématiques posés a l’oral des concours de Polytechnique et
des ENS - Tome algébre et géométrie, p 95

Théoréme.

On note A = C[ X7, ..., X,,] et Ay V'espace des polynémes homogenes de A de degré k. On se donne
G un sous-groupe fini de GL,,(C).

A —- A
P(X) — P(*¢X)
alors Vk € N, o, induit un automorphisme de Ay, et si on note AG ={Pe Ay, Vge G, o,(P) = P},
ay = dlIIl(Ak) et ar(G) = dim(AY), alors on a 1’égalité suivante dans Cl[2]] :

00]
|G\ Z det(I, — Zg) —Zg ;;oak

Pour g € G, on pose oy : (ott on considére X comme un vecteur colonne),

Démonstration. ¢ Montrons que o, induit un automorphisme sur chaque Ay.

Il est déja clair que o4 est un morphisme d’algebre. E| Puis on remarque que o4y = 0400y et 0. = Id. On a
ainsi (o) 7! = 041 et 0, € Aut(A).

Enfin o, envoie un monéme de degré k sur un polynéme homogene de degré k, donc o,(Ax) < Ai. On peut
donc construire la restriction de o, & Ag. Or o4 est injectif (sur A donc sur Ay), par égalité des dimensions, o,
induit un automorphisme sur chaque Ay.

G — GL(4)

En fait, on a montré que o :
g = 04

définit une représentation de G et que 'on peut définir les

représentations induites 0|4, sur les Akﬂ

e Montrons & présent que ————— Z xk(9)Z" ot xx(g) = Tr(o)4,(g)) est le caractere de o4, en g.
det( I —Zg) =
Le groupe G est fini, donc par le théoreme de Lagrange, Vg € G, g‘G‘ = e. Il en résulte que le polynéme X Gl 1
annule toutes les matrices de G, mais il est scindé & racines simples, donc pour g € G, il existe u € GL,,(C) telle
que ugu~! soit diagonale. On a y(g) = Tr(oa,(9) = Tr(o)a, (w)o|a,(9)0)4, (u™)) = Xk(ugufl).ﬂEn fait, on
peut juste dire que les caractéres sont des fonctions centrales, ce qui évite d’écrire ces formules.
On peut donc supposer g diagonale : g = Diag(Aq, ..., Ap). Alors

1 n 1 n [ee]

det(I, — Zg) Hl—AlZ HZAPZP*Z””ZP

i=1p=0

avec v, = 2 )\’fl.../\f;".

ki+...+kn=p
Puis on remarque que pour k1 +... + k, = p, on a 0|4, (g) (X XFny = (\Br Nen)xH1 | XFn | donc si on prend
la base de Ay, constituée des X*... X5 avec ky + . + kn = p, alors on voit que x,(g) = Tr(oa,(9)) = vp.

La fi 1 écédente d d —
a formule précédente donne donc —— A 729 kzox;g

e Pour conclure, on utilise le lemme suivant.

1. Attention, o, (P(*¢X)) = P(*g*hX). C’est I'indéterminée X qui est multipliée par ®h!

2. C’est en fait une action de groupe.

3. On peut faire cela en étendant ’ensemble de définition de o & GL,(C). On vérifie que les identités faites auparavant sont
toujours vérifiées.

Adrien LAURENT 1 ENS Rennes - Université de Rennes 1



Lemme.

Soit p : G — GL(V) une représentation d’un groupe G fini avec V un C-espace vectoriel de dimension

finie, alors
dim(VE) = G D7 x(
1G] =
Si on applique ce lemme & op4,, on a dim(A§) = Z Xk (g
gEG
On a donc

1 1 =
|G| g;; det(l,, — Zg) ZG ;

>
I
=
Q
M
Q
ES
Il
=

Prouvons a présent le lemme.

Z ) € GL(V) l'opérateur de Reynolds.[!| Alors en utilisant la bijection
geG

Démonstration. On pose pg = |G|
h— gh, on a p(h)pa(v) = pa(v), donc pg(V) ¢ V. Comme pg(v) = v pour v e VY, on a pg(V) = VE.

De plus, en sommant, on a pg © pe = pa, donc pe est un projecteur sur V. En trouvant une bonne base
pour le projecteur on a vite rg(pg) = Tr(pg) = dim(V), donc, en appliquant application trace & pg, on a

G
dim(V ‘G| 2 O
geG

Remarques : e Le théoréme de Molien donne le lien entre un objet simple : le déterminant, et les ai(G) qui
sont les dimensions des sous-espaces d’invariants.

e La série des invariants est nommée série de Molien.

¢ On a I'impression qu'il serait plus naturel de poser o4(P)(X) = P(¢9X) mais ¢a n’est pas le cas! Par exemple,
prenons le 3-cycle (123). Sa matrice de permutation associée est

0 0 1
A=1[1 0 O
01 0
Si on se place dans C[ Xy, Xo, X3], on a
X3 Xo
PAX) = | X1 | et P(tAX) = [ X5
X X1

La deuxiéme approche donne la permutation intuitive.
e Faisons un exemple avec S3 :
On considére 'action classique de S3 sur R? pour obtenir un sous-groupe fini de matrices dans GL3(C).

1 —Z 0
Alors det(I3 — Zo.) = (1 — Z)°, det(I3 — Zogg)) = det | —Z 1 0 = (1 - 2)(1 — Z?) et enfin
0 0 1-Z2
-Z 0 1
det(Is — Zo(i3)) =det [ 1 —Z 0 | = (1—2°). Comme le déterminant est invariant sur les classes de
0 1 —Z
conjugaison, on a :
J- 1 3 2 1
Z (83)2" = < + + : ) — .
— 1-2p¥ (Q1-21-2z%2 1-23 1-2)1-2>(1-23)

4. Ouioui, c’est le méme qu’en mécanique des fluides! Mais au lieu de moyenner un flot sur action d’un groupe de translations
en temps, on moyennise une représentation sur son groupe associé.
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1
1-2)..(1—2n)

0
En fait, on peut étendre ce résultat a S,, avec Z ak (Sn)Zk =
k=0

e Pour A3, on a

o0
1 1 2 1+ 23
Zak(Ag)Zk=< 3—|— 3)2 3 3
= 3\(1-2) 1-Z 1-2)1-22)(1-23)
. n(n—1)
1+ 7
On peut aussi étendre ce résultat & S,, avec Z ar(A) 2k = + i

= (1-2)...(1—2n)
e On peut montrer que si A® est engendré par des polyndomes homogenes fi,...,f» de degrés di,...,d,, alors la
série de Molien de G est le développement en série formelle d’une fraction rationnelle de la forme

F(Z)
(1—2Z™)..(1-2%)

, avec F' e Z[Z].

Le théoreme de Molien permet d’avoir une idée de ou chercher les invariants.
e On rappelle que le fait que A® soit engendré par des polynomes homogenes fi,...,f, veut juste dire que pour
tout P € A, il existe @ € C[Y7, ..., Y] tel que

P(X1s o X0) = QUL (X1 oy X))y oo for (X1 s X))

A% est engendrée en tant qu’algébre.
e Pour ’exemple de S,,, les invariants de A sont les polynomes symétriques et ils sont engendrés par les polynomes
symétriques élémentaires ¥; = Z Xfl...XS". On a bien deg(X;) = i, ce qui confirme les résultats
1<ki<...<k;<n
précédents.
e Pour A,, on peut montrer que les polyndémes invariants sous son action sont engendrés par les polynémes
symétriques élémentaires et le polynome de Vandermonde (de degré n). Il faut un peu modifier la fraction
rationnelle précédente pour le faire apparaitre en multipliant par (1 — Z") au numérateur et au dénominateur.
C’est a dire
Z . (1+ 2" )1 - 27)
ag (An)Z = — .
(1-2)..1=2Z»1H(1 - 2Zn)2

k=0
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