Solution ¢lémentaire de I'équation de Schrodinger

Références : Bony, Cours d’analyse - Théorie des distributions et analyse de Fourier, p 187-189 + p 150
Zuily, Eléments de distributions et d’équations aux dérivées partielles, p 115 4+ p 108-109

Théoréme.

L’équation de Schrédinger posseéde une solution élémentaire tempérée & support dans {t > 0}. 1l
s’agit de la distribution £ donnée par :

—inmT * 1 ilz)|?
Voe SR xR™), (E,py=e /4L @) (JR eI/ 4t (¢, x)dx) dt.

Démonstration. e Analyse

Supposons que F soit solution de
OtE —iALE = dg.

On applique la transformée de Fourier partielle a cette équation pour obtenir
OE +i|x)? E = b.

Explicitons (5~0 :
Gar) = G0, = 2(0.0) = | p(0.)d,

On est tenté de poser comme solution
Eu:ﬁfl@ﬂne%ﬂﬂﬁ.

Ainsi le H permettra d’obtenir le dirac en dérivant avec la formule des sauts et ’exponentielle vérifiera I’équation.

e Synthese
Posons E comme précédemment. On a alors pour ¢ € S(R x R"),

(OE —iDE, ) = (0, +i|z|” E, )
= (B, =0 +ilz|* ¢
0 ) ,
:J f e~itl=l (—(?tgo(t,x) +z’HxH2g0(t,x)) dtdz
nJo
ZJ [_e—itHsz@(t x)]oodx
n "o

= J (0, z)dx
= (00, $)-
On a donc bien, comme la transformée de Fourier partielle est une bijection sur S EL
O E —iALE = dy.

e Explicitons la distribution E.
On a posé
E = H(t)e el

Donc en appliquant la transformée de Fourier, on a

1
(2m)"

E= 1{@)%(6—MKW).

On a a présent besoin d’'un lemme.

1. On n’oublie surtout pas de le mettre dans le plan! Ce n’est pas une chose évidente!
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Lemme.

On a pour t € RT*,

Si on a ce lemme, alors

Or pour g € S(R x R™), on a

<E750> _<EVI7¢>

0
7zn7r/4 i”93H2/4t t.—x)d dt
J;) 47Tt 'n/2 <J QD( ) fE) X

0 . 2
p—inm/4 f (J eil=l /4t¢(t,x)dx> dt

0 47Tt n/2 n

On en déduit donc le résultat :

Passons a présent a la preuve du lemme.

Démonstration. On commence par fixer ¢.

—1q 2 . ’ . .
La transformée de Fourier de T' = ¢~ &I est bien définie car ¢’est une fonction de L*, donc de S'.
Néanmoins, comme elle n’est pas dans S, on ne peut pas calculer simplement sa transformée de Fourier.

On se place a présent dans S(R") et S'(R™).
On pose Ty = e~<IE*e=tl€1* & 5/(R™).
Soit ¢ € S(R™), alors par convergence dominée, on a

(Th,p) = f Il I (e)de [ p(e)de = (T, .

e—0

Donc T, — T dans S’. Comme la transformée de Fourier est continue, il vient FT. — FT dans S’.
Mais T € S et la transformée de Fourier sur &’ n’est qu'un prolongement de celle sur S. On en déduit

FT. = f o—el€l? —itl€l? =i g
]Rn

n
_ HJ 67(5+it)y2€7mjydy
j=1"%

On sait que sizeR *, alors
2
\/’TT ¥i

2 7 . p——
J e e WiVdy = ~=e 7=,
R Vz

En utilisant le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale, on montre que z — J e~V eI Ydy se prolonge

o ]
SN

o ~ ™ _
de maniére holomorphe sur R(z) > 0. De méme, z — ~——e

se prolonge de maniére holomorphe sur R(z) > 0
z

en utilisant une bonne détermination du logarithme.
Par principe de prolongement analytique, comme elles coincident sur 1’axe réel, on a

2
J e*(sﬂt)y"’e*irjydy — VT e T
R Ve +at

Et enfin, il vient

n > 2
]_‘TE — ( ﬁ ) 6_4(“5Lt)
Ve +it
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: . __=? l? s
D’une part, Ve + it — e'4+/t. D’autre part, e~ 1=+ — ¢" 7t dans S’ par convergence dominée (il suffit de

Pécrire).

On a donc bien le résultat attendu

Théoréme.

Si A € &'(R™) est telle qu’il existe une solution élémentaire ' € D' (R™), c’est a dire telle que AxE = 6,
alors pour tout f € &'(R™), il existe au moins une solution & A *u = f.
De plus, il existe au plus une solution u € &'(R") et si elle existe, c’est £ = f.

Démonstration. Comme les supports de A et f sont compacts, le produit de convolution suivant est défini et
on peut utiliser I'associativité :
As(Exf)=(A=E)«f=6xf=F.
On a donc une solution définie par u = E = f.
De plus, si on a une solution u a support compact, alors comme les supports de u et A sont compacts, on peut
écrire
u=0xu=(A*xE)xu=(ExA)xu=FEx*(Axu)=FExf.

Cela donne 'unicité. O

Comme (d; — iA;)d est une distribution & support compact, et comme (0; — iA;)d * u = dyu — iAu pour
u € D'(R™)[} on peut appliquer notre théoréme & 'équation de Schrédinger. On a ainsi pour tout f € £'(R™)
au moins une solution sur R™ &

oru — iAzu = f.

De plus, 'unique solution a support compact - si elle existe - est F # f.

Remarques : e Attention! F n’est quasiment jamais a support compact! Ce n’est pas parce que u = F * f
est compact que nécessairement E acquiére aussi cette propriété.
e Il n’existe pas toujours de solution & support compact de Axu = f, par exemple si f = 4, alors nécessairement,
s’il existe une solution dans &', c’est E. Et on peut prouver que toute EDP & coefficients constants non tous
nuls posseéde une infinité de solutions élémentaires et qu’elles ne sont jamais a support compact des que 'ordre
de I’équation vaut au moins 1.
e Et le lien avec la physique, ou est-il 7
L’équation physique de Schrodinger est

Hvy = ihog.
1 est la fonction d’onde d’une particule libre. Sa norme au carré est la densité de probabilité de la position de
la particule.

2

H est ’hamiltonien du systéme. Il vérifie H = % + V avec p la quantité de mouvement vectorielle et V' le
m

potentiel.

On peut démontrer que p = —ihV,. Ainsi, a potentiel nul, on a une équation similaire & celle étudiée :

Opp — ithAzyp = 0.
Pour des détails supplémentaires, le lecteur peut (ou pas) regarder le Claude Cohen-Tannoudji et le Basdevant,

Dalibard, Joffre.
e Il n’est pas si clair que a ¢ fixé,

F (e—it|\§|\2) _F (efnnaﬁ) ,

Pour une fonction de S, c’est évident. Il suffit donc de passer la transformée de Fourier de ’autre c6té du crochet
et cela donne le résultat. (Merci a Léo Vivion pour cette remarque.)

e On peut appliquer le méme raisonnement (mais c’est plus simple) pour trouver une solution élémentaire de
I’équation de la chaleur. C’est la distribution

E(t,x) = H(t)(4mt) /e Io1*/4t

2. Bony, p 144-145
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