Partitions d’un entier en parts fixées

Références : Francinou, Gianella, Nicolas, Oraux X-ENS - Analyse 2, p199

Théoréme.

Soient aq, ..., ar des entiers naturels non nuls premiers entre eux. On note u,, le nombre de k-uplets

1 k—1
(74)ie[1,k] tels que Zaixi =n. Alors u, o mh

Démonstration. ¢ On commence par étudier les séries Z z%%_ Elles sont définies de rayon de convergence 1
x,;EN
(par le lemme d’Abel).
0
On peut faire le produit de Cauchy de ces séries pour obtenir la série Z Z 1 [2z" de rayon de conver-
n=0 | (z;)eN*
Yajzi=n

gence supérieur ou égal a 1.E| On remarque que le terme général de cette série est u,,.
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0 d 1 /. nératri - n o _ ;T — .
n pose donc la série génératrice f(z) n=§ Ounz i|:1| ( E z ) | | 1= oo

I,‘EN =1

e Etudions les poles de f.
Les poéles sont les racines a;-émes de 'unité. Le pole 1 est évidemment de multiplicité k.
Montrons que les autres poles sont de multiplicité strictement inférieure a k.
Par le théoreme de Bézout, il existe uq, ..., ux tels que Zuiai = 1.

k
Si w est une racine de Punité de multiplicité k, alors w® = 1 donc w = w2 %% = H(w“)“ = 1.
i=1

e Décomposons en éléments simples f :

On note P = {wi, ...,wp} les pdles de f avec w; = 1.

@ Cij
Alors il existe o € C* et ¢; ; € C tels que f(z) = ——— + —d
X 1,7 q f( ) (1—Z)k Z (wi—z)f
i€[1,p]
je[1,k—1]
1
e Pour we P, ﬁ est développable en série entiére pour |z| < 1.
w—z
1 11 o 2"
On a déja pour |z| < 1, L= 51_5 :,;Ownﬂl
i—1)! 0 | n—j+1
Donc en dérivant : u = 2 n z .
(w—2)J W (n—j+1)! wntt
1 S (n+j—1\ 2"
Donc m —7;0( n wn‘i’j.

e Conclusion : _— _—
On déduit en identifiant les coefficients que u,, = « (n ) + Z Cirg (n J )

n+j

n iefl,p] Wi "
je[1,k—1]
’I'l+]*1 B 1 ) n]'fl . 7’L+k71 k—1 nk‘il

Puis on a liml(l —2)*f(2) = a.

z<1

1. Le rayon de convergence du produit de Cauchy est supérieur ou égal au minimum des rayons de convergence des séries entiéres
étudiées.

2. Z%‘Z est un idéal de Z qui est principal, donc il est engendré par un élément m. Or m divise a; pour tout ¢ et ils sont
premiers entre eux donc m = 1.

Adrien LAURENT 1 ENS Rennes - Université de Rennes 1



k

k
Et(l—z)kf(z)=n 1=z =H ! donc a =
i=1

i 1424 .. +ze—1’ a1...Q%
1 nkfl
On en déduit u,, ~ —_— O
aj...ag (k — 1)'

Remarques : e On adapte la preuve avec des séries formelles et des fractions rationnelles selon la legon. J’ai
préféré ’écrire avec les séries entieres pour bien faire apparaitre ou intervient I’étude des convergences.

e En faisant cette preuve, on a aussi trouvé une méthode de calcul de u,, ! Il suffit de trouver la décomposition
en éléments simples explicite de f, puis d’en déduire u,, avec la formule

n+k—1 Ci,j n+j—1
wea("TETN Y S (),

ie[l,p] i
je[t,k—1]
Par exemple, si on veut décomposer 100 euros en pieces de 1 ou 2 euros, on écrit la décomposition en éléments
1 n+1 1+ (=1)"
simples de ———— et on trouve u,, = + (=1) . En particulier, ui9p = 51. C’est logique, on
(1—z)(1—2a?) 2 4

peut choisir entre 0 et 50 pieces de 2 euros, et on compense comme on veut avec les pieces de un euro.
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