Quelques ordres moyens

Références : Tenenbaum, Introduction d la théorie analytique et probabiliste des nombres, p 40-41

Un ordre moyen d’une fonction arithmétique f : N — R (une suite numérique donc) toute fonction élémen-
taire de variable réelle g telle que
D, fm)~ Y gn).

1<n<zx 1<n<zx

On va chercher quelques développements asymptotiques de ces sommes partielles et en déduire des ordres
moyens.
On étudiera les fonctions

o(n) = Zd et o(n).

d|n

Dans toute la suite, quand cela s’avérera nécessaire, on notera O, un O uniforme en . Ainsi on pourra permuter
sommations et O.

~— Théoréme. \
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Un ordre moyen de o est x — 12° et on a
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Démonstration. Soit m > 1, alors

m t2 m2 m—1 t2 .
Pone © 1 1 1 * 1 1
I
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I1 vient

1 2 1 2 1
3 2=”+0<) =”+0(>.
=om 6 |z 6 x
Puis le développement de la série harmonique donne

2 % =1In(|z]) + O(1) = In(|z]) + O(1).

m<x
Or ) )
In(|z]) = In(x + Oy(1)) = In(z) + In <1 + O, (x)) =lIn(z) + Oy (ac) =1In(z) + O(1)
d’ou le résultat. O
On a alors

~— Théoréme. \

™
Un ordre moyen de ¢ est = +— ?w et on a

2 o(n) = %ﬁ + O(zIn(x)).

n<x

Démonstration. On utilise la formule d’inversion de Moébius appliquée a n = Z »(d), cela donne

d|n
pn) = > uldm
md=n
Les mémes calculs que précédemment donnent
DMem)=> > udm
n<x n<T md=n
= > u(d) Y, m
d<z mé%
d
S E(EIER)
2 Lm m
d<z
2 < pd)
= ? T2 + O(.T 111(.’17))
d<z
d
La question est : que vaut 2 [14(2) ?
d<z
d 1
La somme Z M(Q) converge absolument, ainsi que Z P et on a
d=1 d=1
u(d) 1 31
7 )| 2] = 2 nmd =1,
d=1 k=1 n=1 d|n
cette derniére égalité venant de Z w(d) =6p1.
d|n
On a donc () () () 6 . 6 )
1 1 7
L CLE N e :ﬂzw(l)deﬂzw(x)-
d<z d=1 d>x d>zx
D’ou

Z p(n) = %xQ + O(z) + O(z1n(x)) = %xg + O(zIn(x)).

n<x

O
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Remarques : e On peut rajouter la preuve de l'inversion de Moebius comme ce développement est un peu
court.

e Les ordres moyens sont souvent les renseignements les plus simples & déterminer sur une fonction arithmétique.
e On peut aussi trouver un ordre moyen de 7(n) = Z 1:c’est x — In(z) + 2y — 1. On a méme
d|n

2 7(n) = z(In(z) + 2y — 1) + O(Vx).

n<x

C’est aussi dans le Tenenbaum, il faut démontrer le lemme de I’hyperbole mais cela ne pose pas de difficulté.

Sur une idée d’Alexandre Bailleul.
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