Méthode de Laplace

Références : Rouviere, Petit guide de calcul différentiel, ex 113

~— Théoréme. \

Soient a < b < 0, ¢ : [a,b[— R de classe C* sur [a, b[El avec ¢’ > 0 sur Ja,b[, et f : [a,b]—> C

continue en a telle que f(a) # 0. On suppose de plus qu’il existe to € R tel que e~ ?f e L'(]a, b[),
b

alors l'intégrale F'(t) = f e @) f(z)dx est définie pour ¢ > to et

a

1 o e_tﬁp(a)f<al)
+o0 ¢’ (a) t

| T e ()
2. si ¢'(a) =0 et ¢"(a) > 0, alors F(t) ol 257 (a) x A

a. Cest & dire ¢ est la restriction d’une fonction C? sur un ouvert contenant [a, b].

1. si ¢'(a) > 0, alors F(t)

)

Démonstration. On peut supposer to = 0. En effet, il suffit de poser j?= e "% f et on a I’énoncé voulu.

e L’intégrale F' est bien définie.
En effet, ¢ est croissante, donc pour ¢ > 0,

e f(a)] < e | f(a) € LV

e Commencons par étudier deux exemples : commengons par a = 0 et p(z) = .
La continuité de f en 0 donne l'existence de M > 0 et a > 0 tels que |f| < M sur [0, a]. Alors pour ¢ > 0, on a

« ta 0
_ _ ) _
t| et f(a)de = (L) y — Y £(0)dy = £(0).
| @ = [ e (V) ay =, [ e - o
Le passage a la limite est justifié par le théoréeme de convergence dominée car |e™Y f (%)Il[o,m] < Me™Y e
LY([0,o0]).

Puis comme f € L', on a

b
¢ <te_to‘f f(2)|dz — 0.
0

t—+00

Jb e f(x)dx

«

On a bien ,
0
J e f(z)dx ~ M
0 t
Continuons avec un autre exemple : supposons que a = 0 et ¢(z) = z°.

Par la méme méthode que précédemment, on a pour t > 0

Vi[ et e - jfa (L), [ e roa - o

Puis

b
Vit < Ate t J |f(x)] dx o 0.
0

+

Lb e~ f(z)da

D’ou

’ —tx? ﬁf(o)
Le flx)dx ~ WA

e Etudions a présent le premier cas du théoréme : ¢’ > 0 sur [a, b|.
L’idée est de se ramener aux cas vus en exemple.
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On pose donc naturellement le changement de variable u = ¢(x) — p(a) (Comme ¢ est strictement croissante,
on obtient bien un C 1—difféomorphisme.) et on note v sa bijection réciproque. Alors on a

b vl (b) /
F(o) = o) [ tem o) fajae = o) [ et ()l (u)du ~ emtote L) ODeo)
Sy 1 1 .
Or ¢(0) = a et ¥'(0) = S0~ P donc on a bien

1 e %9 f(a)
DM
o Il reste enfin le deuxiéme cas & traiter : ¢'(a) = 0 et ¢"(a) > 0.
On pose ici u = 4/¢p(z) — p(a). On a bien un C*-difféomorphisme par théoréme d’inversion globale car ¢ est

strictement croissante. On note a nouveau 3 Iinverse.
On a alors

F(t) = e7t#la) J

a

F(t) ~

e F ()¢ (u)du ~ eH

b - - v vV f((0))y'(0)
t(p(z)—p(a)) — e te(a) YNVEIAPAE) )
e "WHTAW) fz)dr = 77 L 2V .

On sait que ¥(0) = a, puis

Y@ @—ad@) [P@
W em e - e Vo2
Donc ¢'(0) = L = 2 et on retrouve le résultat annoncé :

(=1 (%(0)) ¢"(a)

™ e 1) f(a)
F(t) +~oo 2()0”(&) X \/E .

Corollaire (Formule de Stirling).]

On a

Démonstration. On a -

r't+1) = J e ztdr.
0
Pour faire apparaitre la forme du théoréme, on applique le changement de variable = t(u + 1) pour ¢ > 0,

ainsi on a

o0 0
P(t + 1) _ J e—t(u-‘rl)tt(u + 1)ttdu _ tt+1 J e—t(u-&—l—ln(u-‘rl))du.
-1 -1
On pose f=1et p(u) =u+1—In(u+1). Alors ¢'(u) =1 1L _ v et ¢’ (u) = o
P B e = ' i = ltu 1tu 7 (14 w)?
On remarque que ¢’ > 0 sur |0, 00[, donc en appliquant le théoréme, on a
0 —te(0) £(0
J ot 1-In(ut1)) gy, ZIT « € fO) _ Tt
0 2¢"(0) Vit 2t
Puis en faisant le changement de variable v = —u dans la seconde intégrale, on a

0 1
j ot 1-In(ut 1) g, — J o~ t(1—v-In(1-v)) g,
—1 0

On pose $(v) =1 —v —In(1 — v) et on remarque que le théoréme s’applique. On obtient alors

JO —t(ut1—In(u+1)) T
e "\ n du ~ 4/ —e™".
. 2

t
/
T(t+1) ~ 2ttt 7ret=( ) ot

D’ou il vient

+00 2t e
O
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Remarques : o On a un résultat similaire pour les intégrales du type J ete@) f (z)dz. On appelle cela la

méthode de la phase stationnaire. Le lecteur intéressé pourra regarder le Zuaily, Queffelec ou le Zuily.

e Ce développement semble un peu obscure sans l'expliquer un peu. Il faut se dire que ¢ est croissante et qu’en
conséquence, comme ’exponentielle décroit vite, la valeur de 'intégrale est concentrée en [a, a + ¢[. On applique
alors des formules de Taylor pour voir ce que 'intégrale donne.
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