Méthode de Kacmarz

Références : Aucune

Soit A € GL,,(R) et b € R"™. On cherche la solution x4 du systéme linéaire Az = b. La méthode de Kacmarz
consiste a construire une suite récurrente en projetant sur des hyperplans bien choisis.

Algorithme.
Pour 1 < i < n, on note ‘a; la i-eme ligne de la matrice A. On définit les vecteurs "renormalisés" suivants :

Q; t (bz)
U =—=eeta=(—1_.
C lasll /;

On considere les hyperplans affines, H;, de direction Vect(ul-)l, passant par «;u;. On note II; la projection
sur Vect(u,»)i. On confondra abusivement le projecteur et sa matrice dans la base canonique.

Soit zp € R™. On construit la suite (2)gen par : pour tout k € N, 2441 est la projection de xy sur H,, o
r=1+k [n], id est g1 = L. (2) + Qpuy.

Lemme.

On a .
{0} = [ Hi.
i=1

Démonstration.
e Soit z € H;, alors il existe z; € Vect(ui)J‘ tel que z = a;u; + 2z;. On en déduit que {a;, z) = b;. Ainsi, pour

n n
z € ﬂHi, ona: Az =0, id est ﬂHic{xoo}.

i=1 i=1
e Pour 'inclusion réciproque, comme Axy, = b, on a pour tout i, {a;, Tey = b;, donc {u;, Ton) = ;.
Pour conclure, on utilise que

Vi, R™ = Ru; @ Vect(u;)*.

Ainsi x, = d;u; + ¢; avec ¢; € Vect(ui)l et le produit scalaire précédent donne §; = o, donc zo, € H;. O

FIGURE 1 — Illustration de la méthode.
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Soit u € R™ un vecteur unitaire. Le projecteur orthogonal sur Vect(u)® a pour matrice dans la base
canonique IT = I,, — u'u. De plus, on a : |TII| = 1 et pour tout = ¢ Vect(u)* on a : |IIz| < |z].

Démonstration. Soit x € R™ et y = Ilx le projeté orthogonal de x sur Vect(u)L. Le vecteur y est caractérisé

par :
y € Vect(u)*
Vz e Vect(u)t, {(z,y—z)=0

On pose § = (I,, — u'u)z. D’une part, on a :
(u, Gy = (u, ) — (u, utuz)
= (u,z) — (u'uu, z)
= (u,z) — (u,xy car ‘uu =1
=0
Ainsi, on a : j € Vect(u)®. D’autre part, pour tout z € Vect(u)®, on a :
<va - g> = <va> - <ng>
= (z,x) —(z,2) + (z,u'ux)
= (u'uz, z)

=0 car‘uz = (u,z) =0

Ainsi, ona § =y et II = I,, — u'u.
Pour conclure, soit x € R", d’apres le théoréme de Pythagore, on a : |z|* = ||[TTz|? + ||(I, — IT)z|*. On en
déduit que : |II| = 1 ainsi que l'inégalité stricte. O

Nous allons maintenant pouvoir nous intéresser a la convergence de cette méthode.

Théoréme.

Pour tout zy € R", la suite (zy)ren converge vers xq.

Démonstration. On note € = xp — 4 Uerreur d’approximation a I’étape k. On remarque que 'on a €41 = Il,.€.
En effet, on a

)

ZToo = iy + xg (car zo € H,)
Tpe1 = I (21) + oy

donc
epr1 = W (z) + apy — . — M0 = Tl€g.

Il s’ensuit que la suite (|ex|)x est décroissante et minorée par zéro. Elle converge donc. On pose T' = I, .. . I1;.
Pour tout k, on a : |exn| < ||T|*l€o]. 11 nous suffit donc de montrer que l'on a : ||T| < 1.

Soit z € R™ tel que |Tz| = |z||. Cela signifie que pour tout 7 |IL;41 (IL; ... )| = ||(TL; .. .II1)z|. Or d’apres
le lemme 2, on en déduit que pour tout i, (II;...I )z € Vect(u;y1)* et (II;... T )z = z. Il en résulte que

n
T € ﬂ Vect(u;)*, id est Az = 0. Ainsi z = 0.
i=1
Ainsi, pour tout z € R" ~\ {0}, |Tz| < |z|.
Comme on travaille en dimension finie, on a bien [T < 1.E| Ce qui montre la convergence. O

1. La boule unité étant compacte, T atteint son maximum dessus.
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Remarques : o Le calcul d’'une matrice II; demande O(n®) opérations élémentaires. Mais comme on calcule
toujours sa valeur en un certain vecteur y, on a juste & calculer IL;y = y — {u, yyu. Cela fait O(n) opérations
élémentaires.

Ainsi, pour faire une n-itération (calculer Ty), il faut O(n?) opérations élémentaires. On est dans le méme ordre
de grandeur que pour les autres méthodes de résolution approchée de systémes linéaires (gradient, itératives
linéaires...).

¢ En dimension infinie, le dernier argument du développement est faux. Placons-nous dans (co(N), || ,) les suites
réelles tendant vers 0. Alors pour 'opérateur Tu = Z 2:%, on a bien |Tu| < |u| si w0 et |T| = 1.

e Dans le cas ou A est orthogonale, ses lignes sont orthogonales et donc ’algorithme termine en au plus n
étapes.

e En fait, algorithme marche quand méme lorsque A n’est pas inversible et quand b est dans 'image de A.

(Merci Thibaut Tardieu)

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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