
Inégalité de Hoeffding

Références : Ouvrard, Probabilités 2, 10.11

Soit pXnqn une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et centrées. On suppose de plus

|Xn| ď cn presque partout, où cn ą 0. Alors, en notant Sn “
n
ÿ

j“1
Xj , on a @ε ą 0,

Pp|Sn| ą εq ď 2 exp
˜

´
ε2

2
řn
j“1 c

2
j

¸

.

Théorème.

Soit X une variable aléatoire réelle centrée et bornée par 1 ps, alors @t P R, EretX s ď e
t2
2 .

Lemme.

Démonstration. Soit x P r´1, 1s, alors par convexité de l’exponentielle, on a

etx “ exp
ˆ

1´ x
2 ˆ p´tq `

1` x
2 ˆ t

˙

ď
1´ x

2 e´t `
1` x

2 et.

On rappelle que l’exponentielle est convexe car de dérivée seconde positive, et on peut utiliser l’inégalité car
1´ x

2 `
1` x

2 “ 1 et 1´ x
2 , 1` x

2 sont dans r0, 1s.

X étant bornée presque surement par 1, on peut utiliser l’inégalité précédente : etX ď 1´X
2 e´t`

1`X
2 et. En

intégrant, on obtient EretX s ď 1
2 pe

´t ` etq “ coshptq car X est centrée.

Puis coshptq “
ÿ t2n

p2nq! ď
ÿ t2n

2nn! “ e
t2
2 . En effet, p2nq!

n! “ p2nqp2n´ 1q...pn` 1q ě 2ˆ 2ˆ ...ˆ 2 “ 2n.

D’où il vient EretX s ď e
t2
2 .

On va maintenant prouver l’inégalité de Hoeffding.

Démonstration. Commençons par étudier PpSn ą εq.
On a @t ą 0, PpSn ą εq “ PpetSn ą etεq.

L’inégalité de Markov donne alors PpetSn ą etεq ď
EretSns
etε

car etSn est positive.

De plus, EretSns “
n
ź

j“1
EretXj s par indépendance et EretXj s “ Erepcjtq

Xj
cj s ď e

c2
j
t2

2 par le lemme.

On en déduit EretSns ď
n
ź

j“1
e
c2
j
t2

2 “ exp
˜

t2
řn
j“1 c

2
j

2

¸

.

Finalement PpSn ą εq ď exp
˜

t2
řn
j“1 c

2
j

2 ´ tε

¸

.

On définit a :“
n
ÿ

j“1
c2
j , alors on va tenter de minimiser sur R`˚ la fonction de t, at

2

2 ´ tε. Elle atteint son

minimum en t0 “
ε

a
et elle vaut alors ´ ε

2

2a . On a donc PpSn ą εq ď exp
ˆ

´
ε2

2a

˙

.

Pour finir, si on refait le même raisonnement avec la suite p´Xiqi, on trouve PpSn ă ´εq “ Pp´Sn ą εq ď
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exp
ˆ

´
ε2

2a

˙

.

D’où Pp|Sn| ą εq “ PpSn ą εq ` PpSn ă ´εq ď 2 exp
ˆ

´
ε2

2a

˙

“ 2 exp
˜

´
ε2

2
řn
j“1 c

2
j

¸

.

Si il existe α, β ą 0 tels que
n
ÿ

j“1
c2
j ď n2α´β , alors Sn

nα
converge presque surement vers 0.

Corollaire.

Démonstration. Soit ε ą 0, on utilise l’inégalité de Hoeffding : Pp|Sn| ą nαεq ď 2 exp
˜

´
n2αε2

2
řn
j“1 c

2
j

¸

.

On a alors sous nos hypothèses : P
ˆ

|Sn|

nα
ą ε

˙

ď 2 exp
ˆ

´
nβε2

2

˙

.

La série de terme général exp
ˆ

´
nβε2

2

˙

converge car à termes positifs et exp
ˆ

´
nβε2

2

˙

“ o

ˆ

1
n2

˙

.

On en déduit par Borel-Cantelli que P
ˆ

lim inf
n

"

|Sn|

nα
ă ε

*˙

“ 1, ce qui est une manière de dire que |Sn|
nα

Ñ 0

presque surement. 1

Remarques : ‚ Si on compare les inégalités de Bienaymé-Tchebychev et Hoeffding sur des lois de Bernoulli
(cn “ 1), on a

Pp|Sn´ np| ą
?
nεq ď

pp1´ pq
ε2 pour Bienaymé-Tchebychev,

et Pp|Sn´ np| ą
?
nεq ď 2 exp

ˆ

´
ε2

2

˙

pour Hoeffding.

C’est quand même carrément mieux avec Hoeffding !
‚ Cette inégalité permet d’obtenir des intervalles de confiance... mais on préfère souvent utiliser le TCL.
‚ Une généralisation de cette inégalité est l’inégalité d’Azuma :

Soit pXnqn une martingale issue de 0 dont les accroissements sont contrôlés par une suite déterministe
pcnq, c’est à dire |Xn ´Xn´1| ď cn presque surement pour tout n ě 1. Alors pour tout ε ą 0, on a

Pp|Xn| ě εq ď 2e´
λ2

2σ2
n , où σ2

n “

n
ÿ

i“1
c2
i .

Théorème.

On peut appliquer ce résultat au calcul du nombre de couleurs nécessaires pour colorier un graphe à n sommets
avec la condition que deux sommets reliés par une arête ne peuvent être de la même couleur.

Il y a au maximum
ˆ

n

k

˙

arêtes possibles. On note Yk la variable aléatoire de loi de Bernoulli bppq décidant

de si on rajoute l’arête k ou non. On note enfin χ le nombre minimal de couleurs nécessaires selon les arêtes
présentes.
On montre alors Pp|χ´ Erχs| ě ε

?
n´ 1q ď 2e´λ

2
2 .

1.

Xn Ñ Xps ô P

¨

˝

č

εą0

ď

nPN

č

měn

t|Xm ´X| ă εu

˛

‚“ 1

ô P

¨

˝

č

ką0

ď

nPN

č

měn

"

|Xm ´X| ă
1
k

*

˛

‚“ 1

ô lim
kÑ8

P
ˆ

lim inf
n

"

|Xn ´X| ă
1
k

*˙

“ 1
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