Formule des compléments

Références : Amar, Matheron, Analyse complexe, p 249-251

~ Théoréme.

On rappelle qu’on définit la fonction Gamma d’Euler par :

+00
Vze {se C|R(s) > 0},['(z) = J t*~le~tdt

0

On a l’égalité suivante :

™

Vze{seC|0o < R(s) <1}, T(z)I'(1—2) =

sinmz

\

J

Démonstration. D’apres le théoréme des zéros isolés, il suffit de prouver 1’égalité pour z = « €]0, 1[. Soit donc
a €]0,1].

En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :

+oo +o0 +00 o0
MNa)I'(l—a) = (J tetet dt) (J sT%7° ds) = f J sTot et 5 dt ds
0 0 o Jo
+00 (o0 a
:f J (E) e~ (+) s dt
o Jo s t

u = s+t
On réalise le changement de variables donné par le systéme { v = 8 et dont le jacobien vaut
t
1 1 1 1 +1
det {1 —s|l=c+2=-42="
- = t o t2 t t 4
t 2

On en déduit donc :

+00 oo dud +oo 1 +oo ted
F(a)l(1 —a) = J f v Y v _ J —f e “dudv = J v
0 0

v+1

Le lemme suivant termine la preuve. O

~ Lemme.

On a I’égalité suivante :

+00
Ve €]0, 1[,J e m

o t*(l1+t) sinma

\

+o0 dt
Démonstration. Ya €]0,1[, on définit I, := J _—.
o t*(1+41)
1, est bien définie car c’est I'intégrale d’une fonction mesurable positive; on a méme I, < +00. En effet :
1
— t— ———— est continue sur |0, 00| (donc localement intégrable) ;
-~ w AT 10, +o0] grable)

1

— En0: m o 1 qui est intégrable car 0 < o < 1;
— En 400 : m o T qui est intégrable car v + 1 > 1.
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QA\{-1} — C
On note Q = C\R™, on prend la définition de I’argument associée a et on note f : = o 1 ,
z2%(1+ 2)
ott on convient 2 = r®¢*? quand z = re®, o 6 €]0, 2.
La fonction f est holomorphe sur Q\{—1} et posséde un pdle
simple en —1 avec :

RQS(,ﬂ _1) = zl—i>H—11 (1 + z)f(z) = (_1)04 _ e—iﬂ'a

Pour R > 1 et ¢ < 1, on définit le chemin orienté (voir dessin)
+ - oy
Ye,r = Cc U ITpulepul_ R, ou:

o=l [T 3L
o~ eoloe 5 50
— Ifp = [iai, +ei + \/m] ;

— T.p = {Re”|0 € [0 g, 2T — 0. 1]},

€
avec 0. p = arctan <m>

Le théoreme des résidus donne donc :

J f(2)dz = 2ime ™
Ye,R
On va passer a la limite quand R — +0o0 et ¢ — 0.

e Sur C,, on a

1 nel—a)
dz| < ——— =— —0
fcsf(Z)z ga(lig)Xﬂ'E -
e SurI'. g, on a
27 Rl—a
< < —
- f(z)dz . f(z)dz 27rR T 27w
e Sur I;R, on a
VRI—® VRI=e? 1
dz = |+ 1) dt = = 5 di
L:Rf(z) : L fleitt) L (t+ei) (1+t+ei)
Or (t + i)” — t*, donc comme
e—
. 1
- H]O,\/W] (t)f (57/ + t) I ]l]R+* (t)m 3
1

o . - C
)1]01\/@] ) f (ei + t)’ < Tpex (t)—|t a0 qui est intégrable,

par théoréme de convergence dominée, on déduit :

e Enfin, de la méme facon, en utilisant le fait que (¢ — €i)® — t“e%m(ﬂ), on a :

£—

lim f(2)dz = —e %™,
Is,R
Conclusion : en tenant compte de l'orientation des intégrales, notre théoreme des résidus donne

(1—e 7)1, = 2ime™"™™,

On a donc bien

O

1. Il est important d’insister sur ce point! Si 'on prenait la détermination sur | — 7, 7r[, nos intégrales ne seraient pas définies.
2. C’est ici que notre définition de Pargument sur ]0, 27| prend du sens : dans le premier cas, on est & partie imaginaire positive,
alors qu’ici on tend vers ¢ a partie imaginaire négative.
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Remarques : o J’admets qu’appeler un contour I'c p quand on étudie la fonction I' n’est pas tres malin.

e Une application importante de la formule des compléments est le prolongement méromorphe sur C de ¢ (voir
Amar, Matheron, p252-254).

La fonction ¢ sert partout et son prolongement permet notamment de donner du sens & des sommes non définies
dutype 1 +2+ 3+ 4+ 5 + .... Elle permet aussi d’étudier les nombres premiers et leur répartition.

Cela devrait suffire comme application. ©
z+1

e Il y a une autre application au calcul de log(T'(s))ds a la page 54 du Chambert-Loir (analyse 2). (Merci
Cléé666666666666666666é6ément Vince!)
Adapté du travail de Florian Lemonnier.
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