Théoreme des extrema liés

Références : Gourdon, Les maths en téte - Analyse, p 317 et p 327
Beck, Malick, Peyré, Objectif agrégation, p20 (pour 'interprétation géométrique)

[Théoréme (Théoréme des extrema liés).]

Soient f, g1, ..., gr des fonctions de classe C' d’un ouvert U = R" dans R. On pose I' = {z €
Ugi(z) = = gr(z) = 0}.

Si fir admet un extremum relatif en a € T', et si les formes linéaires Dg;(a), ..., Dg-(a) sont linéai-
rement indépendantes, alors il existe des réels A1, --- , A, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels
que

Df(a) == Z )\,Dgl(a)

Démonstration. e Soit s = n — r. On peut identifier R™ a R* x R". On écrit donc les éléments de R™ comme
(r,y)ou = (T1,...,%s) et Yy = (Y1, ., Yr)-

Posons a = (a, f) e R® x R".

Déja, r < n car les formes linéaires Dg;(a) forment une famille libre et la dimension de l'espace dual de R" est
n. De plus, si r = n, le théoréme devient évident car les Dg;(a) forment une base de (R™)*.

On peut donc supposer que r < n, ie s > 1.

e Les formes linéaires (Dg;(a)),c;<, forment une famille libre, ainsi la matrice :

o0 g1 g1 91
671:1(@) oz, (a) é’TJl(a) oy, (a)
o9, o9, o9, o9,
e, (a) o, (a) 0 (a) o, (a)

est de rang rlﬂ
On peut donc en extraire une sous-matrice r X r inversible. Quitte a changer le nom des variables, on peut

supposer que :
09i
det ( J (a)> # 0.
0y, 1<i j<r

Ce qui peut se reformuler, en posant g := (g1,...,9r) par : Dyg(a) est inversible.

e D’aprés le théoréme des fonctions implicites, on peut donc trouver un voisinage ouvert U’ de o dans R?,
un voisinage ouvert Q de a = (a, §) dans R" et une fonction ¢ = (¢1,...,p,) : U — R" de classe C* tels que :

(zelU' (z,y) e et g(z,y) =0) & (y = ().

En d’autre termes, sur un voisinage de a, les éléments de I' s’écrivent (z, ¢(z)). Comme a € IT', on a 8 = p(a).

Posons ¢ 1= (¢1,...,%,) : 2 € U < R® — (z,¢p(z)). Alors ¢)(z) € T par le TFIL. Posons également, sur U’,
h= fo1.

Comme h(a) = f(a), h admet un extremum local en « (car f admet un extremum local sur ' en a).

Ainsi, pour tout i € [1, 5],

1. Il y a r lignes donc le rang est au plus r. Puis les r lignes sont indépendantes donc le rang est au moins r.
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0 0 Fy
En remarquant que Vj € [[1, s], aﬁ =9, et que Vj e [1,7] w;ﬂ = (;ij . Et comme a = ¢(a), on obtient :
=0
(990z g ('7’yj (a)

De plus, g o) est nulle sur U’ donc pour tout k € [1,7] c’est également le cas pour g o %. Donc, par un calcul
similaire a celui du dessus, pour i € [1,s] :

0gx 0 09 00k

Si on consideére donc la matrice :

of of of of
L@ o 2@ @ S
Dy oo Dia) Dy .. g

M= | dn 0z oy OYr
f/‘gr: (7gr: agr. agr-
e, (a) - 2. (a) 0 (a) - o, (a)

Les s premiers vecteurs colonnes de M s’expriment, d’apres les deux formules aux dérivées partielles ci-dessus,
linéairement en fonction de ses r derniers vecteurs colonnes, donc rg(M) < r. Ainsi les r + 1 lignes de M forment
une famille liée.[]

Ceci entraine l’existence de réels pg, ..., t, non tous nuls tels que :

woD f(a) + p1Dgi(a) + -+ + pr-Dgr(a) =0

Comme la famille (Dg;(a)); est libre, ug # 0 donc en posant \; = M pour i € [1,r], on obtient
Ho

a) = Z AiDg;(a)
i=1

Interprétation géométrique du théoréme : (d’apres Objectif Agrégation p 20)

I' n V, est une sous-variété pour V, un certain voisinage de a.

Pour montrer cela, on commence par enlever des coordonnées comme dans la preuve pour obtenir la matrice
(Dg;) de taille r x r de déterminant non nul. Par continuité du déterminant, il existe un voisinage de a ou le
déterminant est non nul, donc ot les Dg; sont linéairement indépendants.

Puis on montre si les Dg;(x) sont linéairement indépendants alors la matrice DG(x) des Dg;(x) est surjective

(donc on a la submersion voulue). En effet, Ker(DG(z ﬂKer (Dgi(z)) = (W(Vgi(x))l = Vect(Vg;(z))*

et par indépendance, Vect(Vyg;(x)) est de dimension r, d ot Vect(Vgi(z))t est de dimension n — r. Donc la
dimension de I'image est égale a r, ce qui montre la surjectivité.

L’égalité Df(a Z AiDg;(a) nous donne ﬂ Ker Dg;(a) < Ker Df(a). C’est méme une équivalence. >

La caractérlsatlon de lespace tangent pour les sous variétés implicites est {h € R", Dg;(a)h = 0,Vi}. Le
théoréme des extrema liés donne donc que D f(a) est nulle sur 'espace tangent a T en a. Cela s’écrit aussi
VheTl,< Df(a),h >= 0, donc le vecteur D f(a) est orthogonal & ’espace tangent en a.

— En exemple, on prend f(z,y) = 22 sur T’ = {(x,y) € R? g(x,y) = 2> + y*> — 1 = 0}. Les points extrémaux
+2

sont (+1,0) et (0,%1) et les vecteurs correspondants sont D f(+1,0) = 0 > et le vecteur nul pour les deux

autres. On a la figure suivante (ol sont tracés les espaces tangents affines) qui représente l'orthogonalité de

D f par rapport a I’espace tangent aux points ou D f est non nulle.

2. Plus précisément, ca vient de rg(tM) = rg(M), le rang des vecteurs lignes est égal au rang des vecteurs colonnes de M. Cette
propriété vient d’elle méme en faisant un pivot de Gauss pour se ramener & une matrice avec une diagonale de 1 et des 0 partout.
3. On le montre en utilisant qu’en dimension finie (F°)* = F, c¢f FGNall ex 6.27
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En fait, 'exercice sur les directions principales d’'une quadrique (Rouviére, ex 129) est la généralisation en
dimension 3 de cette vision. On pose f(z) = |lz|* et @ la forme quadratique définissant Iellipsoide. Alors les
points extrémaux sont atteints quand le vecteur x est orthogonal a l’ellipsoide. Un rapide dessin montre que
cela arrive seulement pour les directions principales.

Remarques : e Il existe une version sous-variété de ce théoréme présente dans le Avez de calcul différentiel.
Elle trivialise la démonstration mais ne donne pas les multiplicateurs de Lagrange. Il y a du travail apres.
e Une application du théoréme des extrema liés est la preuve de I'inégalité arithmético-géométrique. (Gourdon,

p319)
Idée : on pose f(21,...,2n) =21 ...2Zpn et g(x1,...,2,) =21 + -+ + 2, — s. On applique le TEL et on trouve
A= @, donc les a; sont constants (& i) et f(x) < <f> sur Pensemble ' = {z € (R+)”,in = s}.

a; n n

1
e Une autre application du méme type est la mise en boite a peu de frais de I'exercice 128 du Rouviére.
e Une derniére application est la preuve du théoréme spectral. On a juste & maximiser = — (u(z),z) sur la
sphere unité.

Adapté du travail de Laura Gay
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