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[Théoréme (Théoréme de Cartan-Von Neumann).]

Tout sous-groupe fermé de GL,, (R) est une sous-variété de M, (R).

Démonstration. Soit G un sous-groupe fermé de GL,,(R). Le but de la preuve est de trouver pour chaque point
g de G un C*-difféomorphisme local ¢ envoyant un voisinage ouvert U de 0 dans M, (R) sur un voisinage ouvert
V de g dans GL,,(R) et un sous-espace vectoriel Lo de M, (R) tel que (U N Lg) =V nG.

e On peut se restreindre au cas ou g = I,.
Mp(R) — My(R)
h —— gh
Si on trouve ¢ un difféomorphisme de V(0) < M, (R) dans V(I,,) < G, alors t4 o ¢ est un difféomorphisme

entre un voisinage de 0 et un voisinage de g € G.

En effet, 'application ¢, : est un C®-difféomorphisme (global).

e On pose Lg = {M € M, (R),Vt € R,e'™ € G}. Cest un sous-espace vectoriel de M,,(R).
La seule chose non triviale a vérifier est la stabilité par la somme.

L’exponentielle est C*. De plus, D exp(0) = I, est un isomorphisme, donc exp induit un C L_difféomorphisme
d’un voisinage de 0 sur un voisinage de I,,. On appelle L son inverse.
On voit que DL(I,,) = I,,. La définition de la différentiabilité donne alors L(I, + H) = H + 0(H).E|

A+ B 1
Soit k € N*, on a efe® = I, + Jk: +o0 (k‘) Donc pour k assez grand, on peut utiliser la formule

. . . .. A B A B
d’inversion précédente et écrire e*e* = exp (L (e kek ))
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Donc lim (ek er ) = eAtB,
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Soient maintenant A et B dans Lg, alors Vt € R, e, !B € G. On a alors klim (e%e%> = !A*B) Or
—00

Vk, eTe'™ € G et G est fermé, donc e'AB) e G. On en déduit donc que A + B e Lg.

— On pose S un supplémentaire de L dans M,,(R), puis on pose p qui & X = L+ M € Lo @ S associe
eFeM e GL,(R). ¢ est C*, (0) = I, et ' (0) = I,,. On peut appliquer le théoreme d’inversion local.
Il existe U un voisinage ouvert de 0 dans M, (R) tel que ¢ est un C'-difféomorphisme de U sur un voisinage
ouvert de I, V = ¢(U) < GL,(R).
Néanmoins on veut avoir ¢(U n Lg) = V n G. On sait déja que (Lg) < G, donc (U n Lg) €V nG. On va
donc montrer que quitte a restreindre U, si ¢(X) € G, alors X € L, ainsi le théoréme sera prouvé !

e Montrons qu’il n’existe pas de suite (My)r de S ~\ 0 de limite nulle et telle que pour tout k, eMe e @.
Si c’est le cas, on pose la suite ¢ = m Elle évolue dans la sphere unité fermée et dans S, donc quitte a
k

extraire une sous suite, on peut supposer qu’elle converge (vers € € S de norme 1). Montrons que € € L5. On

1)'LMi+1

our |M| < 1.
S pour 1]

e
1. En fait, L est le logarithme matriciel et on peut le définir directement par L(I,, + M) = Z (
i=0
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aura alors € € Lo N S = {0}, ce qui est absurde.
li <t Mi ) Si
= limexp [ t—— |. Si on pose
k | M|

Mk A M. M |2
t — kM Mo M
P < |Mk|> —— <~

=(eMk) keG —1

te

1
Soit t e R, on ae = A\, + g avec N\, € Z et |ug| < 50 on obtient

t
|1 M|

On a donc e = li}gn M Me et comme G est fermé, e € G.

e Conclusion : Supposons que 1’on ne peut restreindre U tel que si ¢(X) € G et X € U, alors X € L. Alors

1
pour tout k € N*, on dispose de Y, € VG n B(I,, %)
£
L. On dispose donc de deux suites (sg), € (S\{O}" et (I)x € Eﬁ* telles que l'on ait : Vk € N*, Xy = [}, +sg.
Par continuité de ¢!, ces deux suites sont de limite nulle. De plus pour tout k,on a : ¢(X}) = e'*e** = Y} € G.
Dans ce cas, e** = e "*Y}, € G donc par le point précédent, on a une absurdité.
1 existe donc un ouvert U contenant 0 tel que (U La) = p(U) NG et tel que ¢ induise un C'-difféomorphisme
sur U. O

tel que son antécédent X = gofl(Yk) n’appartienne pas a

Remarques : o L peut étre égal & {0}. En fait, c’est le cas si et seulement si G est discret, donc si et
seulement si G est une variété de dimension nulle (c’est & dire un ensemble de points isolés). Il vaut mieux le
préciser a l'oral car certains mathématiciens pensent que c’est un abus que de parler de variétés de dimension
nulle.

e L’ensemble L est en fait une sous-algebre pour la multiplication interne du crochet de Lie (méme démo que
pour la stabilité par la somme). On Pappelle 'algebre de Lie associée & G.

e La courbe t — exp(tM) pour M € L est une courbe dans G passant par I,,. Son vecteur tangent en ¢t = 0
est M. Donc Lo < T, G. Or ils ont méme dimension, donc I'espace tangent a I,, est ’algebre de Lie.

e Applications (Mneimné-Testard) : SL,,, SO, /O,, sont des sous-variétés de R" , les algébres de Lie correspon-
dantes sont les matrices de trace nulle et les matrices antisymétriques. Les dimensions de ces sous-variétés sont

(n—1)

n
donc n? — 1 et

e C’est un développement dangereux... Il faut connaitre un minimum de théorie de Lie pour le faire.

. Les comportements de SO,, et O,, sont les mémes car SO,, est un ouvert de O,,.

2. exp(urMy) tend vers 1 puisque My, tend vers 0 et py borné.
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