
Borne de Bézout
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Soit k un corps commutatif de cardinal infini. On se propose dans ce développement de majorer le nombre
de points d’intersection de deux courbes planes à valeurs dans k.

Soient A et B deux polynômes de krX,Y s de degrés totaux respectifs m et n. Si A et B sont premiers
entre eux et que k est de cardinal infini, alors #ZpAq X ZpBq ď mn.

Théorème.

Démonstration. Si A et B n’ont pas de racine commune, le résultat est évident et dans toute la suite, on suppose
que ZpAq X ZpBq est non vide.

On note RY “ ResY pA,Bq et RX “ ResXpA,Bq. Pour tout px, yq P ZpAqXZpBq, il vient RY pxq “ RXpyq “
0. Comme A et B sont premiers entre eux, RY est un polynôme non nul de krXs et il a au plus degRY racines.
Ainsi, il y a au plus degRY possibilités pour l’abscisse d’un point de ZpAq X ZpBq. De la même façon, il y au
plus degRX possibilités pour l’ordonnée de ces points. On en déduit que

#ZpAq X ZpBq ď degRX degRY .

Notons à présent

ApX,Y q “
p
ÿ

k“0
akpXqY

k BpX,Y q “
q
ÿ

k“0
bkpXqY

k,

où deg ak ď m´ k, deg bk ď n´ k et ap, bq sont deux éléments non nuls de k. Alors

RY “ detpSylY pA,Bqq “
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On note SylY pA,Bq “ pci,jq. Alors

@j P J1, qK : ci,j “

#

ap´pi´jq si 0 ď i´ j ď p

0 sinon
,

@j P Jq ` 1, q ` pK : ci,j “

#

bq´pi´pj´qqq si ´q ď i´ j ď 0
0 sinon

.

On en déduit :

@σ P Sp`q : deg
˜

εpσq
p`q
ź

j“1
cσpjq,j

¸

“

p`q
ÿ

j“1
deg cσpjq,j ď

q
ÿ

j“1
pm´ p` σpjq ´ jq `

q`p
ÿ

j“q`1
pn´ j ` σpjqq

“ mq ´ pq ` np “ mn` pm´ pqpq ´ nq ď mn,
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et avec la formule du déterminant, degRY ď mn. On obtient de même degRX ď mn puis

#ZpAq X ZpBq ď pmnq2.

Pour achever la démonstration, il ne reste plus qu’à affiner la majoration précédente. Dans ce but, on
numérote les éléments de ZpAq X ZpBq “ tpxi, yiq : i P J1, rKu et on pose

E “
"

xi ´ xj
yj ´ yi

: yj ‰ yi, i, j P J1, rK
*

.

Alors #E ă #k˚ car k est de cardinal infini et on peut considérer u P k˚zE . Remarquons le fait suivant :

@i, j P J1, rK : xi ´ xj ‰ upyj ´ yiq ô xi ` uyi ‰ xj ` uyj .

On effectue alors le changement de variables suivant :
#

X 1 “ X ` uY

Y 1 “ Y

#

ÃpX 1, Y 1q “ ApX,Y q

B̃pX 1, Y 1q “ BpX,Y q
.

Soit alors la fonction ϕ : ZpAq X ZpBq Ñ ZpResY 1pÃ, B̃qq
px, yq ÞÑ x` uy

.

La fonction ϕ est bien définie car si px, yq P ZpAq X ZpBq, alors Apx, yq “ Bpx, yq “ 0 ce qui entraîne Ãpx `
uy, yq “ B̃px`uy, yq “ 0 puis ResY 1pÃ, B̃qpx`uyq “ 0. De plus, ϕ est injective puisque u n’est pas un élément
de E . Ainsi :

#ZpAq X ZpBq ď #ZpResY 1pÃ, B̃q ď deg ResY 1pÃ, B̃q ď mn

d’après le point précédent, ce qui achève la démonstration.

Remarques : ‚ Ce développement est une simplification du vrai théorème de Bézout. Si on homogénéise A
et B en polynômes homogènes de krX,Y, T s, alors si on compte la multiplicité des intersections et les points à
l’infini, on a #ZpAq X ZpBq “ mn.
‚ Pour trouver les points d’intersections en pratique, on fait comme dans la preuve : on calcule les deux résul-
tants (en X et en Y ) et on cherche leurs zéros communs. En faisant cela, on obtient des équations seulement
en X ou seulement en Y , d’où le nom de théorie de l’élimination.
Si on veut les points d’intersection à l’infini, il suffit d’homogénéiser les résultants, d’évaluer en "T “ 0", puis
de résoudre.
‚ La condition k infini n’est pas nécessaire. Il suffit de faire la preuve dans k qui est infini, puis comme k Ă k,
on a le résultat.

Adapté du travail de Paul Alphonse, Florian Lemonnier et Arnaud Stocker.
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