Automorphismes de K(X)
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Francinou, Gianella, Fzercices de mathématiques pour l’agrégation - Algébre 1, 5.15

Théoréme.

Les automorphismes de la K-algebre K(X) sont les homographies (ie les éléments de PGL2(K)).

Démonstration. e On pose ® un tel automorphisme, et F = ®(X), alors on remarque que si P = Z apX*, on
a ®(P) =Y ap®(X)" =PoF.

Soit maintenant G = g eK(X),ona ®P)=7o (g X Q> = (g) P(Q).
On en déduit ¢(G) = zgg; = SZ§ =GoPF.

Dans la suite, on note ®p : G — G o F' le morphisme de K-algebre précédent. On va chercher sous quelles
conditions sur F', @z est un automorphisme.

e Si @ est un automorphisme, en particulier, il existe G = (avec P A Q = 1) tel que r(G) = X. On
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noteF=§avecA/\B=1.
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Si on note P = 2 anj et Q = Z b X" (avec p et ¢ les degrés de P et @), on peut transformer Go F' = X

3=0 k=0
P q
en PoF' = X(Qo F), puis en Z aij =X Z b F*.
3=0 k=0
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On a donc ZO 455 = X kZO bkﬁ, puis en notant m = max(p, ¢), on obtient Z;) a; AIB™ I = X kZO b AFB™k,
j= = j= =

o Avec ’égalité précédente, on obtient en particulier que A|(ag — bpX)B™, donc par Gauss, Alag — bpX. Le
couple (ag, by) n’est pas nul, sinon X|P et X|Q, donc P A @ # 1.
On a donc deg(A4) < 1.

e On opere maintenant le méme travail pour les puissances maximales de notre égalité.

— Sim = q = p, alors Bla, — b,X et le couple (a,,b,) est non nul car p est le degré exact de A et B.
— Sim =¢q>p, B|b,X et b, #0.
— Sim =p>gq, Bla, et a, #0.
Dans tous les cas, deg(B) < 1.
aX +b

cX +d

b
surjectif), on a 4 # > c’est a dire ad — be # 0.
c

On en déduit que F est de la forme F = Puis comme F' ne peut étre constant (sinon ®p n’est pas

e Réciproquement, montrons que @ est un automorphisme si F' est une homographie. On note dorénavant
aX +b

cX +d

o (a b) pour (CCL Z € GLy(K) (équivalent & dire ad — be # 0), le morphisme qui & X associe
c

d
On remarque alors que pour deux matrices M et N inversibles, on a ® ;0P = ® . Donc comme les matrices
sont inversibles, on connait I'inverse de ®; : c¢’est ®p;-1.
On vient donc de montrer que ® (a b) était bien un automorphisme.

c d

1. Choisir des représentants irréductibles est possible car F' et G ne peuvent étre nuls, sinon ® n’est pas un automorphisme.
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— L’ensemble des automorphismes d’algebre de K(X) est donc ’ensemble des @), avec M € GLa(K).

e Francinou-Gianella : on a méme montré mieux !

GL:(K) — Gal(K(X):K)
M —> (DM—l

I'ensemble des K-automorphismes de la K-algébre K(X).

On remarque que ¢(I2) = Idg(x), donc par le travail précédent, ¢ est un morphisme de groupes surjectif.lﬂ

De plus, son noyau est K*I5. Le premier théoréme d’isomorphisme donne alors

Introduisons ’application ¢ : avec la notation Gal(K(X) : K) pour désigner

Gal(K(X) : K) ~ GLy(K)/K* I, = PGLy(K)

Les automorphismes sont donc bien les homographies ! O

Remarques : o Comment tracer le graphe d’une fonction homographique ?

Soit ¢ = 0 et c’est une droite. o o

Soit ¢ # 0, on met notre fonction sous la forme canonique f(z) = e + 7, alors le graphe est I’hyperbole —
— x

centré au point (3,7).

2. Attention, il y a une erreur dans le FGN, ils disent que ®p; o ®x = P/, ce qui est faux ! Le morphisme ¢ qu’ils construisent
est un antimorphisme! En associant ®,,-1 a M, on régle ce probleme. (voir Szpirglas)
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