Théoreme de Cauchy-Lipschitz
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Théoréme.

Soit I un intervalle ouvert de R, Q un ouvert de R™ et f: I x  — R™ une application continue et
localement lipschitzienne en la seconde variable.
Alors, si tg € I et yg € Q sont donnés, le probleme de Cauchy suivant admet une unique solution

maximale.
Y@ = fty@)
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Démonstration. e Cylindre de Sécuritéﬂ

Comme I et Q sont ouverts, il existe Cy = [to — To,to + To] x B(yo,70) un cylindre inclus dans I x €.

Comme f est localement lipschitzienne en la seconde variable, on peut choisir rg assez petit pour que f soit
k-lipschitzienne sur Cy.

De plus, sur Cy, f est bornée par une constante M.

Soit T' < Ty, et y une solution du probléme de Cauchy définie au moins sur Iy < [to — T,to + T]. Supposons
qu’elle sorte du cylindre C' = [tg — T, to + T] x E(yo, ro) au temps 7 € [tg — T, to + T] alors, par continuité,

f: Y (uw)du

0

ro = |y(7) — yo| = < TM.

Donc si T' < min (To, TMO), alors toute solution définie sur Iy < [ty — T, to + 1] reste dans la boule B(yg, o).

On nommera cylindre de sécurité 'ensemble C' = [to — T, to + T] x B(yo,70).

e Existence locale de la solution
On note F = C([to — T, to + T'], B(yo, 7“0))E| et pour y € F, on appelle ¢(y) la fonction définie sur [to — T, to + T']
comme suit :

d(y)(t) = yo + L f(u,y(u))du.

Comme F muni de la norme uniforme est une partie compléte, et comme ¢ : F — F, on va appliquer un
théoreme de point fixe.
Soient y1, Y2 € F,

[¢(y1) — D(y2)| (1) = L (f (u, y1(w)) = f(u, y2(w))) du

0
t

<k| l|yi(u) —y2(u)|du
to

< KT lyr — w2l

1
Donc ||¢(y1) — ¢(y2)| < kT |y1 — y2|. Et en particulier, si on choisit T < e alors ¢ est contractante.

On a donc existence et unicité d’une solution au probléme de Cauchy sur [tg — T, tg + T7.

e Unicité locale
Soient y; et yo deux solutions définies sur des intervalles ouverts I et Iy contenant [to — Tty + T).
Soit J = {t € Iy n I3, y1(t) = y2(t)}, on va montrer que J = I} N I par connexité.
On sait déja que [to — T, to + T] < J par I'unicité vue précédemment, donc J est non vide.
Comme J = (1 — %2)"*(0) (en notant §; la restriction de y; & I n ), J est fermé.
Soit t; € J, alors y; et y, sont solutions du nouveau probleme de Cauchy

o @) = Fty)
(F): { y(t) = 1 (t)

1. Faire un dessin.
2. Ce n’est pas un espace vectoriel!!! C’est un fermé dans un complet néanmoins.
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En adaptant le début de la preuve, on voit qu’on a égalité de y; et yo sur un voisinage [t; — T",t; + T"] de t;.
Donc J est ouvert.

Comme I; N I5 est connexe, on a J = I n I, ce qui donne 'unicité locale.

e Construction de la solution maximale N
On considere J = U I avec S I'ensemble des (I,y) solution du probléme de Cauchy. On définit alors y* sur

(Ty)es
J par y*(z) = y(z) si (I,y) est solution et x € I. On peut faire ¢a par unicité locale.
La solution y* est ainsi maximale. O

Remarques : e Sila condition local-lipschitz n’est pas vérifiée, on n’a plus I'unicité.

{ y'(t) = Vy(t)
y(0)=0

t—to)?
Q]l[to, +oo[(t).
e Si f est seulement continue, le théoreme de Cauchy-Arzela-Peano donne I'existence d’une solution. Ce théoréme
se prouve avec Ascoli et Schauder.

On trouve a ce probléme une infinité de solutions de la forme y(t) =
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