
Théorèmes d’Abel et taubérien faible

Références : Gourdon, Les maths en tête - Analyse, p 249-251
Chambert-Loir, Exercices de Mathématiques pour l’Agrégation 1, 6.3

Soit fpzq “
ÿ

ně0
anz

n une série entière de rayon de convergence R ě 1 telle que
ÿ

ně0
an converge.

Soit θ0 P r0,
π

2 r et ∆θ0 “ tz P Bp0, 1q, Dρ ą 0 et θ P r´θ0, θ0s tels que 1´ z “ ρeiθu,

alors lim
zÑ1
zP∆θ0

fpzq “
ÿ

ně0
an.

Théorème (Théorème d’Abel).

10

∆θ0
θ0

Le domaine ∆θ0

Démonstration. Soient S “
ÿ

an et Rn “
ÿ

kąn

ak, on a an “ Rn´1 ´Rn.

Soit z P Bp0, 1q, alors fpzq ´ S “
ÿ

anpz
n ´ 1q “

ÿ

pRn´1 ´Rnqpz
n ´ 1q “ pz ´ 1q

ÿ

Rnz
n.

Soit ε ą 0, on choisit N tel que @n ě N , |Rn| ă ε.

Alors |fpzq ´ S| ď |z ´ 1|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“0
Rnz

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ε|z ´ 1|
8
ÿ

n“N`1
|z|n ď |z ´ 1|

N
ÿ

n“0
|Rn| ` ε

|z ´ 1|
1´ |z| .

Soit α ą 0 tel que |z ´ 1| ă αñ |z ´ 1|
N
ÿ

n“0
|Rn| ă ε.

Il ne reste donc plus qu’à majorer |z ´ 1|
1´ |z| .

On prend z P ∆θ0 , donc z est de la forme 1´ ρeiφ avec ρ ą 0 et |φ| ď θ0. On a |z|2 “ 1´ 2ρ cospφq ` ρ2.

D’où |z ´ 1|
1´ |z| “

|z ´ 1|
1´ |z|2 p1` |z|q “

ρ

2ρ cospφq ´ ρ2 p1` |z|q ď
2

2 cospφq ´ ρ ď
2

2 cospθ0q ´ ρ
.

Si on pose ρ ď cospθ0q, on a |z ´ 1|
1´ |z| ď

2
2 cospθ0q ´ cospθ0q

“
2

cospθ0q
.

Conclusion : si on prend z P ∆θ0 et |z ´ 1| ď minpα, cospθ0qq, on a |fpzq ´ S| ď ε

ˆ

1` 2
cospθ0q

˙

.

Donc lim
zÑ1
zP∆θ0

fpzq “ S “
ÿ

ně0
an.
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Applications : ‚
ÿ

ně0

p´1qn

2n` 1 converge comme série alternée grâce au critère de Leibniz.

D’où
ÿ

ně0

p´1qn

2n` 1 “ lim
xÑ1
xă1

arctanpxq “ π

4 en appliquant sur la droite réelle le théorème (θ0 “ 0).

‚ De même, on a
ÿ

ně1

p´1qn´1

n
“ lnp2q.

On va maintenant démontrer une réciproque partielle du théorème d’Abel dans le cas où an “ o

ˆ

1
n

˙

et où

on ne demande que la convergence avec θ0 “ 0.

Soit
ÿ

ně0
anz

n une série entière de rayon de convergence R ě 1 et f sa somme sur le disque unité de

C. On suppose qu’il existe S dans C tel que lim
xÑ1
xă1

fpxq “ S, alors si an “ o

ˆ

1
n

˙

,
ÿ

ně0
an converge et

S “
8
ÿ

n“0
an.

Théorème (Théorème taubérien faible (Alfred Tauber)).

Démonstration. On pose Sn “
n
ÿ

k“0
ak. Le but est de faire converger Sn vers S. Soit donc ε ą 0.

Sur Bp0, 1q, on a Sn ´ fpxq “
n
ÿ

k“0
akp1´ xkq ´

8
ÿ

k“n`1
akx

k.

Or p1´ xkq “ p1´ xqp1` x` ...` xk´1q ď p1´ xqk, donc

|Sn ´ fpxq| ď p1´ xq
n
ÿ

k“0
k|ak| `

8
ÿ

k“n`1

k|ak|

n` 1 |x|
k.

Puis pk|ak|qk converge (vers 0) donc on peut choisir un majorant M de cette suite. On peut aussi choisir N0 tel
que @k ě N0, k|ak| ă ε2.

On a @n ě N0, |Sn ´ fpxq| ď p1´ xqMpn` 1q ` ε2

n` 1

8
ÿ

k“n`1
|x|k ď p1´ xqMpn` 1q ` ε2

pn` 1qp1´ |x|q .

Donc |Sn ´ f
ˆ

1´ ε

n` 1

˙

| ď pM ` 1qε.

Pour finir, fpxq converge vers S quand xÑ 1, donc il existe N1 ě N0 tel que |fp1´ ε

n` 1 q ´ S| ă ε, @n ě N1.

Conclusion : |Sn ´ S| ď |Sn ´ fp1´
ε

n` 1 q| ` |fp1´
ε

n` 1 q ´ S| ď pM ` 2qε. Donc Sn converge vers S.

Remarques : ‚ Ce théorème reste vrai si on suppose seulement an “ O
ˆ

1
n

˙

, c’est le théorème taubérien

fort de Hardy-Littlewood. Il se prouve avec le théorème de Weierstrass.
‚ La réciproque du théorème d’Abel est fausse dans le cas général.
Par exemple,

ÿ

p´1qn diverge et lim
zÑ1
|z|ă1

ÿ

p´1qnzn “ lim
zÑ1
|z|ă1

1
1` z “

1
2 .
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