Théoremes d’Abel et taubérien faible

Références : Gourdon, Les maths en téte - Analyse, p 249-251
Chambert-Loir, Fzxercices de Mathématiques pour I’Agrégation 1, 6.3

(Théoréme (Théoreme d’Abel). |

Soit f(z) = Z anz" une série entiere de rayon de convergence R > 1 telle que Z ay converge.

n=0 n=0

Soit Oy € [0, g[ et Ag, = {z€ B(0,1), 3p > 0 et 0 € [—Hy, O] tels que 1 — z = pe'®},
alors lLHll flz) = Z A,

ZEA@O n=0

Ay,

Le domaine Ag,

Démonstration. Soient S = Zan et R, = Z ag,ona a, =R, 1 — R,.

k>n

Soit z € B(0,1), alors f(z) — S = Zan(z" -1)= Z(Rn,l —R)(E"—-1)=(z— 1)2an".
Soit € > 0, on choisit N tel que Vn > N, |R,| <e.

N 0 N
z—1
Alors |f(z) — S| < |z — 1] Z R,z"| +¢|z —1] Z |2|" < |z — 1] Z | R, | +5‘1 myp
n=0 n=N+1 n=0
N
Soit av > 0 tel que |z — 1| < a = |z — 1| Z |R,| <e.
n=0
. . |z — 1]
Il ne reste donc plus qu’a majorer et
— |z

On prend z € Ay,, donc z est de la forme 1 — pe'® avec p > 0 et || < 0p. On a |z|> = 1 — 2pcos(p) + p*.
et (O A p 2
D _ 1+]2) = 1+]2)) < < :
P T T a2 S e S 2eost@)

2 —1| 2 2

i < o), < = .
Si on pose p < cos(f), on a 1—1z] = 2cos(bp) —cos(By)  cos(by)

2
Conclusion : si on prend z € Ay et |z — 1| < min(a, cos(6p)), on a |f(z) — S| <e (1 + (9)>
cos(fy

Donc lLH11 flz)=8= Z - O

ZEA@O n=0
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_1)n
Applications : e Z 2( +) ] converge comme série alternée grace au critére de Leibniz.
n
n=0

1"
D’ou Z 2(n +) 1= lim arctan(z) = g en appliquant sur la droite réelle le théoreme (6 = 0).

x—1
n=0 <l
. (_1)n—1
e De méme, on a Z ——— =1n(2).
n=1

On va maintenant démontrer une réciproque partielle du théoreme d’Abel dans le cas ou a,, = o () et ol
n

on ne demande que la convergence avec 6y = 0.

[Théoréme (Théoréme taubérien faible (Alfred Tauber)).]

Soit Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 1 et f sa somme sur le disque unité de
n=0

1
C. On suppose qu’il existe S dans C tel que lirn1 f(z) =S, alors si a, = o (), Z a, converge et
T— n

n=0
0
S=Zan.
n=0

<l

n
Démonstration. On pose S,, = Z ag- Le but est de faire converger S, vers S. Soit donc € > 0.

k=0
n 0
Sur B(0,1), on a S, — f(x) = Zak(lka)f Z apx®.
k=0 k=n+1

Or(1—2F)=Q1—-2)1+z+..+2"") < (1—2)k, donc

n 0
klak] | &
|Sn*f(fﬂ)|<(1*$)2k‘\ak\+ Z mm :
k=0 k=n+1
Puis (k|ag|)x converge (vers 0) donc on peut choisir un majorant M de cette suite. On peut aussi choisir Ny tel

que Yk = Ny, klag| < 2.

2 ® 2
5
OnaVvn = N, |S, — <(1—2)Mn+1 F<(l—-m)Mn+1) 4 ——
> Nou 15, (@] < 0= 1)+ 153 3 el € (A=) +
€
D n — 1-— < (M + 1)e.
onc |5, f( n+1)| (M +1)e
Pour finir, f(z) converge vers S quand x — 1, donc il existe Ny = Ny tel que |f(1 — il)—S\<8, Vn = Nj.
n

Conclusion : |S,, — S| < |S, — f(1 — nLJrl” +|f(1— %H) — S| < (M + 2)e. Donc S, converge vers S. [

- . 1 , - -
Remarques : o Ce théoréme reste vrai si on suppose seulement a,, = O [ — |, c’est le théoréme taubérien
n

fort de Hardy-Littlewood. Il se prouve avec le théoreme de Weierstrass.
e La réciproque du théoreme d’Abel est fausse dans le cas général.
1 1
1\ A . _1\Pam 5 i
Par exemple, Z( 1)™ diverge et iﬂ Z( 1"z le1 it

|z|<1 |z|<1
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