
Modélisation de suites de variables aléatoires
indépendantes

Références : Ouvrard, Probabilités 2, p 53-59

Soit x P r0, 1r, on pose les suites pDnpxqqně1 et pRnpxqqně0 définies par
$

&

%

R0pxq “ x
Dnpxq “ t2Rn´1pxqu
Rnpxq “ 2Rn´1pxq ´Dnpxq

.

Elles vérifient Dn P t0, 1u et Rn P r0, 1r.
De plus, par récurrence, on a pour tout n P N

x “
n
ÿ

j“1

Djpxq

2j
`

1
2n
Rnpxq “

8
ÿ

j“1

Djpxq

2j
.

On a ainsi défini le développement dyadique de x P r0, 1r.

Attention, celui-ci est non-unique. Par exemple, 1
2 “

8
ÿ

j“2

1
2j

.

On se place sur pr0, 1r,Bpr0, 1rq,Pq avec P la restriction de la mesure de Lebesgue sur r0, 1r.
La suite pDnqn est une suite de variables aléatoires iid de loi bp1{2q. De plus, pour tout n P N,
Rn suit une loi uniforme sur r0, 1r et les variables aléatoires D1, ..., Dn et Rn sont mutuellement
indépendantes.

Théorème.

Démonstration. ‚ Soit n P N˚ et εn “ pε1, ..., εnq P t0, 1un, on note

In
εn “

«

n
ÿ

j“1

εj

2j
,

n
ÿ

j“1

εj

2j
`

1
2n

«

.

On remarque que les In
εn forment une partition de r0, 1r et que les Dj sont constants dessus.

On a
n
č

j“1
tDj “ εju “ In

εn ,

donc

P

˜

n
č

j“1
tDj “ εju

¸

“
1
2n
.

Soit J une sous partie finie de t1, ..., nu, alors en sommant sur Jc, on a

P

˜

č

jPJ

tDj “ εju

¸

“
1

2|J|
.

Et en particulier, on a
PpDj “ εjq “

1
2 .

D’où

P

˜

č

jPJ

tDj “ εju

¸

“
ź

jPJ

PpDj “ εjq.

Comme n et J sont arbitraires, cela prouve exactement que les Dj forment une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi bp1{2q.
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‚ On commence par remarquer que

Rn “ 2nid´
n
ÿ

j“1
2n´jDj .

Soit f une fonction positive mesurable (pour la tribu borélienne), alors pour tout εn, on a

E

«

fpRnq

n
ź

j“1
1tDj“εju

ff

“ E

«

fp2nid´
n
ÿ

j“1
2n´jεjq

n
ź

j“1
1tDj“εju

ff

“

ż

R
1In

εn
pxqf

˜

2nx´
n
ÿ

j“1
2n´jεj

¸

dPpxq

“

ż

R
1In

εn

˜

1
2n
y `

n
ÿ

j“1

εj

2j

¸

fpyq
1
2n

dPpyq (avec y “ 2nx´
n
ÿ

j“1
2n´jεj)

“
1
2n

ż

R
1r0,1rpyqfpyqdPpyq

“ P

˜

n
č

j“1
tDj “ εju

¸

ż

R
1r0,1rpyqfpyqdPpyq

En sommant sur les εn, on obtient

ErfpRnqs “

ż

R
1r0,1rpyqfpyqdPpyq.

On en déduit donc que Rn suit une loi uniforme.
Puis on peut répéter la même opération qu’auparavant en sommant sur j P Jc et on obtient

E

«

fpRnq
ź

jPJ

1tDj“εju

ff

“
ź

jPJ

PpDj “ εjqErfpRnqs.

Cela nous donne l’indépendance de Rn avec D1, ..., Dn.

Attention, les Rn ne sont pas indépendantes ! Sinon Dn “ 2Rn´1 ´ Rn admettrait une densité, ce qui est
faux.

Soit Y une variable aléatoire de loi uniforme sur r0, 1r, F une fonction de répartition et G la fonction
- appelée pseudo-inverse de F - définie par

@t P R, Gptq “ inftx P R, F pxq ě tu.

Alors GpY q a pour fonction de répartition F .

Lemme.

Démonstration. On a l’équivalence
F pxq ě tô x ě Gptq.

Donc comme Y suit une loi uniforme sur r0, 1r, on a

PpGpY q ď xq “ PpY ď F pxqq “ F pxq.

Soit pµjqj une suite de probabilités sur pR,BpRqq, alors il existe une suite pXjqj de variables aléatoires
indépendantes définies sur pr0, 1r,Bpr0, 1rq,Pq et telle que Xj suive la loi µj .

Corollaire.
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Démonstration. On va créer une suite de variables aléatoires indépendantes pYjqj de lois uniformes sur r0, 1r.
Ainsi en utilisant le lemme, on aura terminé.

‚ On reprend les notations précédentes.
En utilisant la bijection pN˚q2 » N˚, 1on peut partitionner N˚ en union d’ensembles infinis

N˚ “
ğ

jPN˚

Nj ,

et on note ϕj l’extractrice donnant les éléments de Nj dans l’ordre croissant.
On pose ensuite

Yj “

8
ÿ

k“1

1
2k
Dϕjpkq.

‚ Par le lemme des coalitions, les Yj sont indépendantes car ce sont des fonctions de différents Dk (et les
Dk sont indépendantes).

‚ Montrons que Yj suit une loi uniforme sur r0, 1r.

On pose Yj,n “

n
ÿ

k“1

1
2k
Dϕjpkq. Comme les Dk sont iid, Yj,n suit la même loi que

Zn “

n
ÿ

k“1

1
2k
Dk.

La suite Zn tend presque surement vers Z la fonction identité.
De même, Yj est la limite presque sure des Yj,n. On a donc en particulier la convergence en loi, d’où

PpYj ď yq “ lim
n

PpYj,n ď yq “ lim
n

PpZn ď yq “ PpZ ď yq “ y.

Donc Yj suit une loi uniforme sur r0, 1r.

Remarques : ‚ Pour la leçon 249, on peut utiliser les Yj pour avoir une suite de variables aléatoires iid de
loi bppq. Il suffit de poser Xj “ 1Yjďp.
‚ La fonction de répartition d’une loi exponentielle est

F pxq “ p1´ expp´λxqq1r0,8r.

Sa pseudo-inverse est alors
Gpuq “ ´λ´1 logp1´ uq.

De même, pour une loi de Cauchy, on a

Gpuq “ tanpπpu´ 1{2qq.

‚ Pour les lois discrètes, il faut être plus malin. Si µ “
ÿ

pkδxk
, on se donne U une variable aléatoire uniforme

sur r0, 1s. On pose aussi la suite pskqk définie par s0 “ p0 et sk`1 “ sk ` pk`1.
Alors la variable aléatoire X qui vaut xk lorsque U Pssk´1, sks suit la loi µ.
‚ Une utilité d’avoir une infinité de lois uniformes indépendantes est de pouvoir simuler une loi de Poisson de
la manière suivante

N “ maxtn P N˚, U1...Un ą expp´λqu „ Ppλq.

1. On peut prendre l’application pj, kq ÞÑ k `
pj ` k ´ 2qpj ` k ´ 1q

2
par exemple.
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