Théoreme de Grothendieck

Références : : Zavidovique, Un Maz de Math, p180
Rudin, Analyse Fonctionelle, p114 (pour la correction de la fin de la preuve)

Théoréme.

Soit (€2, 1) un espace de probabilité. Soit S un sous espace vectoriel fermé de LP(u) qui soit inclus
dans L*®(u). Alors S est de dimension finie.

Démonstration. Le principe de la preuve est de se ramener dans le cadre hilbertien de L? (1) afin de pouvoir
utiliser les propriétés associées : bases hilbertiennes, théoreme de Pythagore...

e Montrons qu'il existe un K > 0 tel que : Vf € S, [ f],, < K |f],-
On définit 'application
i (S e) = SHL)

f — f
Il s’agit de montrer que 7 est une application ouverte. L’application i est linéaire et bijective. Pour tout f dans
S|I|, |f(x)] <||fl, wpp. Ainsi, on a :

11, = (L fl”dﬂ> : = (JQ 1£1% dﬂ) - [ £llos ()P = 1f 1

Ce qui montre que 7 est continueﬂ De plus S étant fermé dans l'espace de Banach LP(u), alors (S, [.[,) est
lui-méme un espace de Banach. Soit une suite (f;,)nen dans S qui converge au sens de L® (i) vers une fonction
f € L*(p). Par continuité de 'application 4, la suite (i(f5))nen converge vers i(f) au sens de L”(u). Or (S, [.[,,)
est un espace de Banach, donc f € S. Donc S est fermé dans L™ (). Ainsi (S, |.|,,) est aussi un espace de
Banach.

L’application i est donc une application linéaire continue surjective entre deux espaces de Banach. D’apres
le théoréme de I'application ouverte, i est donc ouverte, id est il existe K > 0 tel que Vf € S, | f[,, < K |f],.

e Montrons qu’il existe un M > 0 tel que : Vf € S, | fll, < M| f],-

Comme on travaille sur un espace de probabilité, L® (i), et donc S, est inclus dans L*(p). Si p = 2, le résultat
est immédiat. Sinon, on doit distinguer les cas.

2
Si p < 2. On peut effectuer I'inégalité de Holder avec — > 1. Pour toute fonction f € S, on a :
p

p/2
Iy = | 1 < ( | |f|”'2“’du) (W) = | £

En passant a la racine p-ieme et en utilisant 'étape précédente, on obtient : Vf € S, ||, < K | f|l,-

Sip>2.Soit feS,ona:|f(z)]P < \|f\|§g2 |£(2)|? upp. On a donc :
U1 = | 17 @aua) < 1A | 1P @anG) = 171572 11
En utilisant la premiére étape, on obtient : Vf € S, | f] , < KP/? [ £ll5-

On pose M = max(K, K”/?). On a alors : Vf € S, [flle < M| fls-

1. on confondra f et un de ses représentants.
2. On dit que I'injection L < LP est topologique
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e Soient 7 un entier et (f;)1<i<n une famille de S, orthonormée dans L?(u). Montrons que pour tout n-uplet
(c1,...,¢n) € R™ et pour p presque tout x € Q on a :

n

Z cifi(x)

i=1

<M

On prend les ¢; dans Q qui est un ensemble dénombrable dense (pour la norme 2) dans R.
Comme Q" est dénombrable, on a I'existence de Q' < Q de mesure pleine tel que pour tout (¢;); dans Q™ et

pour tout z € € on a :[
n

Z cifi(x)

Or d’apres I’étape précédente et comme Z cifi € S (car S est un espace vectoriel),

n

Zcifz'

i=1

<

0

i=1
n n
Dieifi| < M| cifs
i=1 © i=1 2
De plus d’apres le théoréme de Pythagore, on a :
2

n

2
= Z cf 1fill2

2 i=1

n

Dl

i=1

Comme la famille (f;)1<i<n est normée, alors pour tout 1 <i < n, Hfl||§ = 1. Ainsi, on a :
n

Z cifi(x)

i=1

=

V(Cl)i € Qn,VI € Q/, <

n
Puis comme (¢;); — Z ¢ifi(x) est continue & x fixé (car polynomiale en les ¢;) et (¢;); —
i=1

n

Z c? Dest aussi,
i=1

on a par densité :

n

Y cifi(x)

i=1

V(Ci)i e R",Vz e Q <M

e Conclusion.
Pour tout x € €', on pose pour 1 < i < n,¢; = f;(x). On a alors :

Ceci étant vrai pour p presque tout x € 2, on peut intégrer sur 2.

js X @) ) < ME(e)

n

2
Z | filly < M?
i=1

n < M?

Toute famille orthonormée de S est donc de taille finie, inférieure & M?2. Ainsi S est de dimension finie,
inférieure & M?2. [

3. En effet, pour tout (¢;) dans Q", on dispose de Q(c;); tel que 'inégalité soit vérifié. Il suffit donc de vérifier que I'intersection
dénombrable de mesurables pleins est pleine, ou de méme qu’une union dénombrable de négligeables est négligeable.

Or p (UNk) < Z,LL(Nk) = 0, donc c’est bon!
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Remarques : e On peut donner un contre-exemple & I'inégalité fausse du Zavidovique. On se place sur [0, 1].
On prend f; =1et fo = —Tjg 1.
Alors pour tout z € [0,1], | f;| (z) < | fi],, mais

[f1+ f21(0) > [ f1 + fa . -

e Le théoreme de 'application ouverte est une des principales applications du théoreme de Baire. Celui-ci per-
met d’ailleurs de montrer le théoréeme de Banach-Steinhaus.

En application du théoréme de l'application ouverte, il y a le théoréme des isomorphismes de Banach (Tout
opérateur continu bijectif sur des Banach est bicontinu.), le théoréme d’équivalence des normes comparables, le
théoréme du graphe fermé et la non-surjectivité de la TF de L' dans C°.

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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