Formule sommatoire de Poisson

Références : Gourdon, Les maths en téte - Analyse, probléeme 4.6.4 et exercice 3.4.4
Willem, Analyse harmonique réelle, exemple 7.29.f
Lesfari, Distributions, analyse de Fourier et transformation de Laplace, p 254

Théoréme.

Soit f € S(R).

Alors la série Z f(- +n) converge normalement sur tout compact de R et :

neZ
Vr e R, 2 flx+n) = 2 f(n)e%”m,
nez nez
~ +w .
ol on a noté f(x) = f(t)e 2™t dt, pour z € R.
—Q0

1
Démonstration. 1. Comme f € S(R), en particulier, Yk € N, f®) (z) = O, (2)
x
M
(14 z)%
Dou VK > 0,Vz e [-K,K],Vne Z,|n| =2 K = |f(z + n)| <

Ainsi, IM > 0,Vz e R, | f(2)]| <

M - M
(z+n+1)2 " (n+1] - K)?
Donc la série Z f(.+n) converge normalement sur tout compact.

neZ
On note F' sa limite simple.

De facon similaire, on montre que Z f(. +n) converge normalement sur tout compact, donc uniformé-
nez

ment sur tout segment de R.
On peut donc appliquer le théoréme de dérivation des séries de fonctions (on rappelle que f est Cl) :
la fonction F est de classe C* sur R (en fait le théoréme dit d’abord “sur tout segment de R”) et

VzeR, F'(x) = Z f'(x +n).

nez
N N+1
2. Par ailleurs, soit e R: VN € N, Z flz+1+n)= Z flz +n).
n=—N n=—N+1

Donc en faisant tendre N vers U'infini, on obtient F(z + 1) = F'(x); F est donc 1-périodique.
On va calculer ses coefficients de Fourier, pour N € Z :

n+1 ) )
J f(t)e—2z7rNte2zﬂ'Nn dt

n

1 1
en(F) = Jo F(t)e 2mNt q¢ - Z L f(t+n)e 2™Vt qt = Z

cvu) neZ nez

= [ s fow

Comme F est C! sur R, sa série de Fourier converge normalement vers F sur R et :

VeeR, F(z) = Z f(n)em”m.

nez

1
1. L’intégrale converge car f(t) = Oy <t—2>
2. Rappelons que la période de F' vaut 1.
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,—[Corollaire (Une distribution invariante par transformation de Fourier).] N

On note 07 = Z 0.
keZ R
Alors §7 € S'(R) et on a dz = dz.

Démonstration. 1. Montrons que 8z définit bien un élément de S'(R).
D’apres ce qu’on vient de faire : Yo € S(R), {0z, p) = Z (k) est bien défini.
keZ

Reste a montrer que §z est une distribution tempérée.

n,p + P > Sup
zeR

On rappelle que |. z"pP) (x)‘, ot n,p € N, sont les semi-normes qui définissent la topologie

de S(R).

1
Vo € S(R), [z, 0)l < ), (k)] = | (0)] + )] 7= K (k)
keZ keZ*
2

T
sz‘P”zo\?( 0)

keZ*
Ainsi, 67 € S'(R).

2. On peut donc calculer sa transformée de Fourier, en utilisant la formule de Poisson en 0 :

Vi € S(R), (02, ) = (02, @) = ), @(n) = D ¢(n) = (3z,0).

neZ nez

Donc (fz = dy.

,—[Corollaire (Formule d’inversion de Fourier dans S (R))} \

Si p € S(R), alors
+00 )
o) = | plepemae.

\. J

Démonstration. Soit t € [0, 1], on pose 1(x) = 2™ p(z), alors le corollaire précédent donne (en appliquant d

a 1)

DL k)= Y k)= Y dk).
k=—w0 k=—w0 k=—00
Cela se réécrit apres quelques petits calculs :
oo +0 oo .
Z e2mtk(p(k‘) _ Z (ﬁ(k _ t) _ Z @(k)e—thk.
k=—00 k=—0 k=—00

Comme ces séries convergent normalement sur [0, 1], on peut légitimement intégrer en ¢ (et permuter les signes

somme et intégrale).
1

On a donc, comme f 2kt = 01,0, I'égalité p(0) = 5(0)
0

On applique cette formule a ((z) = ¢(z + t) (avec t € R cette fois), ainsi, comme C(&) = P(&)e¥met et
6( )= (:c —t),ona

‘G))

o(t) = C(0) = C(0) = B(~t).

C’est bien la formule d’inversion de Fourier ! O
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Remarques : e Pour tout faire dans les temps, il vaut mieux connaitre par coeur toutes les propriétés liées
a la compatibilité entre 'opérateur translation et la transformée de Fourier.
e On a aussi un autre résultat (Gourdon).

Corollaire (Une égalité entre deux sommes).]

On a . ,
Vs > 0, Z e~ — % Z e~ .

nez

7 . . . . . N — 2
Démonstration. Soit a > 0, on va appliquer la formule sommatoire de Poisson & f: x — ™% .

+00 +a0
Soit n € Z, f(n) = J emot g=2imnt 4y TJ e eTHMTE dy = ——1I(n), ot on a posé u = +/at et
« —00

o Ve
+a0
—u? 2wz
VxeRJ(x)::J e e va du.

0
On va chercher une équation différentielle vérifiée par I ;

— I est dérivable, en effet : posons h : (x,u) — e e IS
— Vo e R, h(x,.) est C' et intégrable (par comparaison avec I'intégrale de Gauss);
U 2 24
— Vz,ueR, —(z,u) = —2ir—e “ ¢ NG
e = 2 ,
h oh 27w
— est continue sur R? et Va,u € R, —(z,u)| < 7671‘2, fonction majorante a la fois intégrable et
ox ox Ja
indépendante de z.
, . , —217’(’ o w2 —2imr
On en déduit en plus que I'(x) e va du.

= — ue
va ) o

— Par une intégration par parties :

+00 400
_ 2 VA i _a2 A _9; U
I(x) = [e “ ie zm«/g] —f —2ue e Ve du
—0

2imx —» 2imx
+o0 o
= —.ﬂ ue ™ e S du
i J_o
_VONO gy Y iy
ime —2im 22y

Donc I(z) = 1(0) exp (-”?2> — Jrexp (- ”1952).

. 2,2
Ainsi, f(n) = \/?exp (—W " )
a a

On applique la formule de Poisson en 0 : Z emom® = Z \/?e_ o,
@

nez nez

™ _n?m —anZs
On pose enfin s = —, et alors : Ze E =\/§Ze ™mes, O
e

neZ nez

Adapté du travail de Florian Lemonnier et sur une idée de Clément Vince.
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