Théoremes de Chevalley-Warning et Erdos-Ginzburg-Ziv
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~ Théoréme. \

Soient k£ un corps fini a ¢ = p™ éléments et m un entier naturel non nul. On considére A un ensemble
fini et (fy)aca une famille de polynomes de k[ X7, ..., X,,] telle que

Z deg f, < m.

acA

Soit V lensemble des racines communes aux polynémes f,, alors #V =0 mod (p).

\ J

Pour commencer, on a besoin de démontrer le lemme suivant sur les sommes de puissances dans les corps
finis.

~ Lemme. .

Soit u un entier naturel. Alors :

3 -

zek

{ —1 siu>=1let qg—1divise u

0 sinon

\ J

Démonstration. Notons S(X™) la somme mise en jeu. Si u est nul, le résultat est immédiat tandis que si u est
divisible par ¢ — 1, alors
S(X")=0"+ > 1=¢g-1=-1.

rek*
Enfin, si u > 1 et n’est pas divisible par ¢ — 1, sachant que k* est cyclique, il existe y € k* tel que y* soit
différent de 1. On a alors :
S(X") = D1 at = (ya)" = y"S(X").
rek* zek*

Comme y* est distinct de 1, il s’ensuit que S(X") = 0. O

Démonstration. Considérons le polynéme

P(Xy,... X)) = [ O = £ (X0, X)),
acA
Remarquons dans un premier temps que P est la fonction caractéristique de V :
e Sixe k™ vérifient f,(z) = 0 pour tout a € A, alors P(x) = 1.

e Sixz e k™ n'est pas un élément de V, il existe a € A tel que f,(z) ne vaille pas 0, alors par théoréme de
Lagrange, f,()? ' =1 et donc P(z) = 0.

On en déduit alors que P = 1y, donc

S(P):= >} P(x)=#V mod (p).

zek™

Par hypotheése sur les degrés des polynémes f,, il vient que deg P < m(q — 1). On peut donc écrire

P= Z an X",

lu|<m(q—1)
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ou les «, sont des éléments de k. A partir de 1a :
S(P) = Z Z Tt = Z oy, S(X"),
zeFP lul<m(q—1) |u|<m(g—1)
avec
Vue ;' : S(X") = Z it = Z xit ... Z xpm =HS(X“1').
($1,..~,Im)€F£” r1€F, rm€Fy i=1
Or, si |u| < m(g—1), il existe i € [1,m] tel que u; < ¢ — 1 donc d’aprés le lemme précédent, S(X"*) = 0 ce qui

entraine que S(P) = 0 et le résultat s’ensuit. O

A présent, on utilise le théoréeme de Chevalley-Warning pour démontrer le théoréme d’arithmétique d’Erdos-
Gizburg-Ziv.

[Théoréme (Théoréme d’Erdés—Gizburg—Ziv).]

Soit n un entier naturel non nul. Alors parmi 2n — 1 entiers aq, ..., as,_1, on peut en trouver n dont
la somme est divisible par n.

Démonstration. Notons EGZ ’ensemble des entiers naturels vérifiant la propriété énoncée dans le théoreme
précédent. L’objectif est de montrer que EGZ = N.

Soit p un nombre premier. Montrons que p est élément de EGZ. Soient pour cela aq,...,az,—1 des entiers.
Considérons les deux polynémes de Fp,[X] suivants :

2p—1
P (Xy,...,X9p 1) = Z Dy
k=1

2p—1
PQ(Xl, ey Xgpfl) = Z ainf_l.
k=1

Ces deux polynémes vérifient deg P; + deg Po = 2p —2 < 2p — 1 ont (0,...,0) pour racine commune donc
d’apres le théoreme de Chevalley-Warning, ils possédent une racine commune non nulle (x1, ..., z2,—1). D’apres
le théoreme de Lagrange, pour tout = de I, zP71 = 1 si est seulement si z est non nul donc en notant W
I’ensemble des indices i pour lesquels x; est non nul, il vient

Pl(fﬂl,...,l’gp_l) = Z xfil = |W| = 0.
iEW

Ainsi, |W] est un entier divisible par p vérifiant 1 < |W| < 2p — 1 donc |W| = p et on note W = {i1,...,%,}.
Vient ensuite

p
PQ(LL‘l, e 7.%‘21,,1) = 2 aij =0
j=1
donc p divise a;, + ...+ a;, et le résultat est démontré.

Montrons a présent que EGZ est stable par multiplication. D’apres le théoréeme fondamental de I'arithmé-

tique, la démonstration sera achevée. Soient donc m et n deux éléments de EGZ. Considérons ay, ..., aomn_1
entiers. Etant donné que n € EGZ, il existe I; < {1,...,2mn — 1} de cardinal n tel que

Z a; =0 mod (n).

iEIl
De méme, il existe Ir < {1,...,2mn — 1}\I; de cardinal n tel que

Z a; =0 mod (n).

’iEIg

On termine ce procédé apres avoir construit ’ensemble d’indices Is,,_1 car au bout de 2m — 2 étapes, il reste
2nm — 1 — (2m — 2)n = 2n — 1 entiers. Pour tout j € {1,...,2m — 1}, on considére l'entier ¢; défini par

Z a; = ¢;n.

i€l
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Alors comme m est un élément de EGZ, on peut considérer J < {1,...2m — 1} de cardinal m tel que

Z ¢; =0 mod (m).

jeJ
A partir de 14 :

Zzai:n@q):o mod (mn)

jeJiel; jeJ

ce qui termine la démonstration. O

Remarques : e Il faut savoir que la quantité 2n — 1 dans le théoréeme d’Erdos-Gizburg-Ziv est incompressible
comme le montre I’exemple constitué den —1 70" et n —1 "1”.
e Il existe une autre méthode plus combinatoire pour démontrer que les nombres premiers sont éléments de
EGZ. Etant donnés p un nombre premier et a1, . .. asp—1 des entiers, on considére pour tout J < {1,...,2p—1}
la somme S; = Z x;. L’idée est alors de calculer de deux maniéres différentes la quantité

ieJ

= > sy
Jof{l,...2p—1} : #J=p

Tout d’abord, 55_1 est la somme de divers monomes de degré p — 1 faisant intervenir k facteurs (1 < k <p—1)
que l'on peut écrire sous la forme )\z?” x:" Ce type de monéme se retrouve, avec le méme coefficient,
2p—1—k
p—k
contenant i1, ...,% puis de choisir les p — k indices restants dans les 2p — 1 — k indices disponibles. Ainsi, apres
11—

p—k

dans le développement de S; pour ( ) ensembles J distincts : il suffi d’avoir pour J un ensemble

2 k
le développement complet de ¥, tout monoéme est un multiple de < P ) donc est divisible par p. L’entier

¥ est donc nul dans F,,.
D’autre part, si aucun des S; n’était divisible par p, on aurait pour tout J, S§’71 =1 mod (p) et o est non nul

modulo p. Ceci continue une contradiction avec le paragraphe précédent donc il existe J de cardinal p tel que
S;=0 mod (p).

Adapté du travail de Paul Alphonse, Justine Velly et Joséphine Boulanger
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